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Chapitre 4 : 

Dual et dualité d’un   programme 

linéaire  
 

 

 

Le programme linéaire dual. 

 

Commençons par une interprétation économique du programme dual. 

 

Exemple. Problème de la production. Notons : 

xj nombre d’unités du produit Pj fabriquées en entreprise I (j =1, 2,...,n) 

aij nombre d’unités de la matière première Mi utilisées pour la fabrication d’une 

unite de Pj 

 

cj bénéfice de l’entreprise I en vendant une unité de Pj . 

Le programme linéaire pour déterminer le plan de production qui permet de maximiser le 

bénéfice de l’entreprise I s’énoncé comme suite : 

 

 
 

 

Supposons que l’entreprise II essaie de s’emparer du marché. Sous l’hypothèse d’un 

Comportement économique de l’entreprise I, celle-ci est prête accéder les matières 

Premières à un prix qui est au moins aussi élevé que le bénéfice qu’elle fera en vendant ses 

produits. 

Soit yi le prix que l’entreprise II devra payer pour une unité de Mi (i =1, 2,...,m). 

Les contraintes sont les suivantes : 
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En forme matricielle yA ≥ c, y ≥ 0ou`y =(y1,y2,...,ym). L’entreprise II essaiera de minimiser le 

cout d’achat des matières premières : elle essaiera de minimiser 

 
 

Le programme lin´eaire pour l’entreprise II est donc de minimiser w(y) de f= yb sous les 

contraintes yA ≥ c, y ≥ 0. Comme on verra il y a un lien mathématique étroit entre les deux 

programmes linéaires. 

 

 
 

Pour passer du primal au dual, on remarque que : 

 Les termes du second membre deviennent les coefficients de la fonction objectif et 

réciproquement. 

 Le problème de maximisation devient un problème de minimisation. 

 Les inégalités  deviennent des inégalités  

 La matrice A se transforme en sa transposée. 
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Tableau de correspondance primal-dual 

 

Primal Dual 

Max Min 

Matrice des contraintes (m, n) 

- Second membre des contraintes 

- Coefficient de la fonction objectif 

- Transposée de la matrice des contraintes (n, 

m) 

- Coefficient de la fonction objectif 

- Second membre des contraintes 

Nombre de contraintes 

i ème contrainte de type « ≤ » 

i ème contrainte de type «  ≥ » 

i ème contrainte de type «  = » 

Nombre de variables principales 

i ème variable de type « ≥ 0 » 

i ème variable de type « ≤  0 » 

i ème variable qcq « ∈IR » 

Nombre de variables 

j ème variable «  ≥  » 

j ème variable « ≤   » 

j ème variable qcq « ∈IR » 

Nombre de contraintes 

j ème contrainte de type «  ≥  » 

j ème contrainte de type  « ≤   » 

i ème contrainte de type «  = » 

Exemples 

 

Primal Dual 

Max ½ x1 + x2 

  S.c   x1 + x2 ≤ 3 

           - x1 + x2 ≤ 1 

             x1   ≤ 2 

            x1 ≥ 0,  x2 ≥ 0 

Min   3y1 + y2 + 2y3 

  S.c   y1  -  y2 + y3 ≥ ½ 

         y1 + y2  ≥ 1 

     y1 ≥ 0,  y2 ≥ 0, y3 ≥ 0 

Min  -  x1 + x2 

  S.c   2x1 - x2 ≥ 2 

           - x1 + 2x2 ≥ -2 

             x1   + x2  ≤ 5 

            x1 ≥ 0,  x2 ≥ 0 

Max   2y1 - 2y2 + 5y3 

  S.c   2y1  -  y2 + y3 ≤  -1 

           - y1 + 2y2  + y3 ≤ 1 

       y1 ≥ 0,  y2 ≥ 0, y3 ≤ 0 

Max  2x1 - x2 

  S.c   x1 - x2 = 3 

          x1 ≤ 4 

Min    3 y1+ 4 y2   

  S.c     y1+ 2  y2  ≥ 2 

             - y1 ≥ -1 
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     x1 ≥ 0,  x2 ≥ 0              y1∈IR,  y2 ≥ 0 

Max  2x1 - x2 

  S.c   x1 - 2x2 ≤ 2 

          x1 + x2 = 6 

          x2 ≤ 5 

          x1∈IR, x2∈IR 

Min   - 2y1 + 6y2 - 5y3 

  S.c    y1  +  y2 = 2 

          - 2y1 + y2+ y3 = -1 

       y1 ≥ 0,  y2 ∈IR,  y3 ≥ 0 

 

 
Autrement  
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L’interprétation est alors la suivante : la contrainte égalité (P ) est Cx+Dy = b, et b est lie à v 

dans (D) qui est une variable sans contrainte de signe. La variable 
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Interprétation économique 

 

Considérons le problème d’une entreprise agricole qui désire ensemencer avec 3 variétés de 

plante A,B et C . 

Il s’agit de déterminer les superficies xi (en hectare) des terres ensemencées par les plantes 

A,B et C pour avoir un bénéfice maximal. Voici le tableau qui résume la situation 

 

 
 

Par exemple, il faudra 3 heures de travail par hectare pour ensemencer avec la plante B et 

2 heures de machinerie. La dimension totale du terrain est de 340 ha et nous disposons de 

2400 heures de temps de travail et de 560 heures en temps de machinerie. 1 hectare de la 

plante A donne un profit de 1100 DA. 

La fonction objective est 

max z = 1100x1 + 1400x2 + 1500x3 

Contrainte 1 : dimension du terrain 

x1 + x2 + x3 ≤ 340 

Contrainte 2 : temps de travail 

2x1 + 3x2 + x3 ≤ 2400 

 

Contrainte 3 : temps de machine 

x1 + 2x2 + 3x3 ≤ 560 

On ajoute les variables d’écart x4, x5, x6 à ce problème et on applique la méthode du simplexe. 

Le tableau final est donné par 
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La solution est 

x1 = 120, x2 = 220, x3 = 0, x4 = 0, x5 = 1500, x6 = 0 

et le profit est z = 440, 000 DA. 

— On observe que les ressources de terrain et de machinerie sont pleinement utilisées 

car x4 = x6 = 0. 

— Par contre, la ressource en temps de travail n’est pas pleinement utilisée car x5, x6= 0. 

Si on disposait d’un hectare ou d’une heure de travail ou de machinerie de plus, quel serait 

le profit de plus ? C’est le concept de coût marginal. Introduisons les variables 

 

y1 = coût marginal de 1 ha de terrain 

y2 = coût marginal de 1 h de travail 

y3 = coût marginal de 1 h de machine 

 

On devrait avoir y2 = 0 car la ressource en temps de travail n’est pas pleinement utilisée. 

Maintenant, regardons le point de vue d’un acheteur des activités de l’entreprise. Les coûts 

marginaux sont mieux interprétés de la manière suivante : 

 

y1 = prix à offrir pour acheter un ha de terrain 

y2 = prix à offrir pour acheter une h de travail 

y3 = prix à offrir pour acheter une h de machine 

Quel sera le problème à résoudre pour déterminer ces variables ? 

 

La fonction objective correspond au coût à payer pour acheter l’entreprise 

z = 340y1 + 2400y2 + 560y3 = b1y1 + b2y2 + b3y3 = bty. 

Il s’agit de minimiser le prix à payer : min z = bty. 

Pour cela, son offre sera accepté s’il offre au moins autant que le bénéfice de chacune des 

activités. 

Activité A : le bénéfice lié à l’ensemencement de la plante A est 

 

y1 + 2y2 + y3 ≥ 1100. 

Activité B : le bénéfice lié à l’ensemencement de la plante B est 

y1 + 3y2 + 2y3 ≥ 1400. 

Activité C : le bénéfice lié à l’ensemencement de la plante C est 

y1 + y2 + 3y3 ≥ 1500. 

En résumé, le problème s’écrit 
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Le principe de la dualité peut s’énoncer de la manière suivante : le plus bas prix total à payer 

pour l’acheteur doit être égal au bénéfice maximal pour le producteur. 

 

Détermination  de la solution du problème dual à partir du primal 

 

 

Dans cette section, nous allons voir comment nous pouvons calculer la solution du problème 

dual à l’aide du tableau final du simplexe appliqué au problème primal. Nous allons donner 

deux exemples. 

Considérons le problème suivant de type Diète 

 

 

 
 

On applique la méthode du simplexe à partir de la formulation de droite à cause du signe 

≥=⇒≤. Après les Phases I et II, le tableau final obtenu est : 
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La solution optimale sera 

x = (800, 0, 300, 0, 0, 200) ⇐⇒ x1 = 800, x2 = 0, x3 = 300, x4 = 0, x5 = 0, x6 = 200. 

Calculons la solution du problème dual. Le dual s’écrit 

 

 

 
 

 

Ce problème est du type 

 

 

 
 

On applique la méthode du simplexe à partir de la formulation de droite. Après la Phase II 

seulement (car y = 0 est réalisable), le tableau final est : 

 

 

 
 

 

La solution optimale sera 

y = (120, 220, 0, 0, 1500, 0) ⇐⇒ y1 = 120, y2 = 220, y3 = 0, y4 = 0, y5 = 1500, y6 = 0. 

On observe que la solution y se trouve à la dernière ligne du tableau final du simplexe du 

problème primal. En effet, les coefficients ci de la dernière du tableau correspondent à 

c4 = y1 = 120, c5 = y2 = 220, c6 = y3 = 0, c1 = y4 = 0, c2 = y5 = 1500, c3 = y6 = 0 

En parfaite dualité, on a les mêmes relations par rapport au tableau du problème dual. On 

obtient que les coefficients ci de la dernière du tableau du dual correspondent à 

c4 = x1 = 800, c5 = x2 = 0, c6 = x3 = 300, c1 = x4 = 0, c2 = x5 = 0, c3 = x6 = 200. 

Voici un autre exemple. 
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Exemple  

 

Considérons le problème 

 

 

 
 

 

La solution optimale sera 

x = (2, 3/2, 0, 0, 7/2) ⇐⇒ x1 = 2, x2 = 3/2, x3 = 0, x4 = 0, x5 = 7/2. 

Calculons la solution du problème dual. Le dual s’écrit 
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La solution optimale sera 

y = (10/3, 20, 0, 0, 0) ⇐⇒ y1 = 10/3, y2 = 20, y3 = 0, y4 = 0, y5 = 0. 

On observe que la solution y se trouve à la dernière ligne du tableau final du simplexe du 

problème primal. En effet, les coefficients ci de la dernière du tableau correspondent à 

c3 = y1 = 10/3, c4 = y2 = 20, c5 = y3 = 0, c1 = y4 = 0, c2 = y5 = 0. 

En parfaite dualité, on a les mêmes relations par rapport au tableau du problème dual. On 

obtient que les coefficients ci de la dernière du tableau du dual correspondent à 

c4 = x1 = 2, c5 = x2 = 3/2, c1 = x3 = 0, c2 = x4 = 0, c3 = x5 = 7/2. 

Les relations de complémentarité sont aussi satisfaites : 

xiym+i = 0 ∀i = 1, 2, . . . , n 

 

 

 

 
 

 


