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Série d’exercices n 01
Tribus et mesures

Exercice 1: Soit E un ensemble.

1. Soit T une partie de P (FE) stable par union dénombrable, stable par passage au complé-
mentaire et t.q. # € T. Montrer que T est une tribu, c’est-a-dire qu’elle vérifie aussi £ € T
et qu’elle est stable par intersection dénombrable.

2. L’ensemble des parties finies de E est-il une tribu ?

3. Montrer qu'une intersection quelconque de tribus sur F est une tribu sur £.

4. Donner un exemple montrant que A U B n’est pas nécessairement une tribu sur F.

Exercice 2: (image réciproque de la tribu)
Soit f : Q — E une fonction et S une tribu sur £ . Montrer que

T= {f‘l(s)/se S}
est une tribu de € .

Dans le cas ou 2 est une partie de E et f définie par f(z) =z pourtout z, ona: T ={QNB: B €
B} et on dit que T est la tribu de € induite par la tribu 5 de E.
2) Exemple : Q = {-1,0,1,2}, E={0,1,4}, B=P(E), f:x+z°

Déterminer f~'(P(E)).
3) Si T est une tribu de €2, alors f(7) = {f(B); B € T} n'est en général pas une tribu de F.
Donner un exemple.

Exercice 3: (Tribu trace)

1. Soit T une tribu sur un ensemble £ et [ C E. Montrer que Tp = {ANF, A€ T} est
une tribu sur F' (tribu trace de T sur F)).

Exercice 4: (Tribu-image) Soit f : X — Y et T une tribu sur Y . Montrer que

T={ScY /f'(S)eT}

est une tribu de Y .

Exercice 5: Soit Q un ensemble et A € P(€2). Déterminer la tribu engendrée par
C ={A}.

Exercice 6: (Lemme de transport)

Soit f: X — Y et E une partie de parties de Y. Montrer que

o (fH(B) =f"(o(E)).



Exercice 6:
Soit p une mesure finie sur (Q, 7).
1) Montrer que si A et B appartiennent a 7 alors :

WA B) = u(A) + p(B) — n(A( B)

2)SiA, B, C sont dans T alors :
wAUBUC) = u(A) + p(B) + p(C) = p(AN B) = p(A(C) = p(B(C) + (A BN C)

Exercice 7:

Soit (2, T) un espace mesurable | (; )<<, , n mesures sur (,T) et (a;)1<i=, , n réels positifs.
Pour A dans T on pose :

p(A) = S aip(4)

T
Montrer que p est une mesure sur (2, 7) notée =Y a;;.
i=0

Exercice 8:

On considere les mesures suivantes sur (R, B(IR)) :

H = Z(sp M2 = Ziﬂdp py = A
3:&]1\' pe]N

ou 4, est la mesure de Dirac en p et A est la mesure de Lebesgue.
Caleuler pour chacune de ces mesures les mesures des ensembles suivants :

pourn e N*, A, =[nn+1+1/m%, C,=J A, D.,=[)A
k=1 k=1

C = U A, D= ﬂ Ap
kelN kelN

Exercice 9:
On considere 'espace mesuré (IR, B(IR), A), (A, mesure de Lebesgue); pour A € P(IR) et a € R
on note : A+ a = {z +a tels que x € A}. Soit ¢ € R fixé.

1) Montrer que :
T.={A€P(R) tel que A+a € B(R)}
est une tribu sur R.
2) montrer que B(R) C 7, puis que B(R) = T,.
3) Pour A € B(R) on pose p(A) = M A+ a) . Montrer que g est une mesure sur (R, B(IR)).
4) En déduire que pour tout A € B(IR) , on a : M(A + a) = AA) (invariance de la mesure de
Lebesgue par translation.



