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Chapitre 3 :

Résolution d'un programme linéaire avec
la méthode de simplexe (Maximisation)

Introduction

Le chapitre précédent présente des méthodes de résolution des problémes d’optimisation linéaire
telle que la mé&hode géamérique (graphique) et celle éumé&ative mais le probléne qui se pose si
lorsque on a plus de deux variables de déeision on ne peut pas utilise ces derniers mé&hodes Une
procé&lure algébrique pour réoudre les programmes lin&ires avec plus que deux variables fera
I’objet de ce chapitre. C'est la méthode de simplexe.

La méhodologie proposée pour cette technique consiste avisiter tous les éats possibles dans un
systame en partant d'un sommet vers un sommet adjacent de maniee aréviser et amé&iorer la
fonction objective. Pour ce faire, nous proc&lons al'exploration des diffé&entes &apes selon 'ordre
de prioritédonné&ci-dessous :

Etape 1 : On démarre I'application de I'approche (méhode du simplexe) par la transformation des

contraintes d'inégalité en contraintes d'égalité en ajoutant les variables d’écart.

Etape 2 : Dans un second temps nous séectionnons les variables originales comme variables
hors-base et les variables d'&arts comme variable basique. puis nous effectuerons une permutation
entre une variable hors-base de notre choix qui sera remplacé par une variable de base (entrante).
Le choix de la variable entrante repose sur la variable dont le coefficient est le plus devédans la
fonction objective.

Etape 3 : La variable sortante est la premiére a s’annuler. On répéte le processus jusqu’a ce que

tous les coefficients de fonction objective soient néatifs ou nuls. Dans ce cas, on arr&e et la
solution optimale est trouveée.

Techniques de résolution.

Pour déerminer le programme initial, on pose habituellement azé&o les variables principales du
modéle. Pour I’entreprise de production, ceci correspond a ne fabriquer aucun produit : X;=0.

Dans I’application de la méthode algébrique, le systéme d’équations correspondant aux contraintes
se présente toujours de la fagn suivante :

les variables dans le programme (les X; #0) écrite en fonction des variables hors programme (les X;
=0).

Dans le programme de base initial, on exprime toujours les variables d’écart en fonction des
variables principales. Donc, au départ, ce sont les variables d’écart qui sont dans le programme de
base et les variables principales sont hors base ; comme (X;=0), on obtient:

les variables de base &jale a(bi). Donc, la valeur de la fonction é&onomique est égale az&o
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(0); pour une simple raison que les coefficients des variables d’écart sont égaux a zéro.

Le premier programme de base égale az&o(0) :

Bien qu’il soit réalisable, il n’est pas financiérement attrayant pour I’entreprise. Comme aucun
atelier n’est en opérations, on peut &idemment am@iorer la valeur de la fonction é&onomique en
fabriquant quelques unités de 1’un ou de 1’autre.

La ré&ision du programme initial:

on doit maintenant examiner la possibilité d’améliorer la valeur de la fonction é&onomique en
introduisant 1’une ou 1’autre des variables principales (une seule variable principale seulement)
dans le programme de base et en sortant une variable actuellement dans le programme de base.

Méhode du simplexe

L’idée fondamentale du simplexe : déplacement de sommet en sommet adjacent de manige a
am@iorer la fonction objectif. Transformation des iné&jalité&s en é&alité& : forme standard du
programme lin&ire — systéme de m éjuations an inconnues (m < n).
Puisque la solution optimale est un sommet (point extr&ne), identification algédrique des sommets :
correspondance avec les bases d’un systéme d’équations. Cette méthode passe a partir d’une
solution de base admissible aune solution de base voisine qui améliore la valeur de 1’objectif, elle
présente 3 éapes :

e Déermination de la variable entrante.

e Déermination de la variable sortante.

e Pivotage.
Présentation en tableau
Présentation compacte pour effectuer les calculs sans répéter les systemes d’équations.

La mé&hode du simplexe repose sur le théaréme fondamental suivant :
Théoréame :
- Si un programme lin&ire admet une solution possible finie, alors il admet au moins une
solution de base.
- Si ce programme lin&ire admet une solution optimale, il admet au moins une solution de
base optimale (ce qui signifie qu’une solution de base au moins est optimale).
La solution optimale étant une solution de base, I’algorithme du simplexe consiste &:
1. déerminer une solution de base,
2. faire subir un test d’optimalité a cette solution de base pour déterminer s’il s’agit ou non de
la solution optimale,
—s’il s’agit de la solution optimale, le probléme est terminé,
—s’il ne s’agit pas de la solution optimale, on passe a ’étape 3.
3. changer de solution de base puis reprendre la procédure au 1. Jusqu” & I’obtention de la
solution optimale.
Chague changement de solution de base constitue une ité&ation.
Afin de réaliser les opérations successives de 1’algorithme du simplexe, il convient de mettre le
programme sous une forme standard.
Critére d’entrée d’une variable dans le programme de base:
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Le choix de la variable (actuellement hors programme) aintroduire dans le programme s’cffectue a
I’aide d’un critére qui permet d’améliorer le plus rapidement possible la valeur de la fonction
économique, c’est-axdire, la variable dont la contribution au bééice est la plus éeveée. On portera
&idemment notre choix sur des variables dont les coefficients sont positifs.

A chaque éape de la résolution (chague programme), nous exprimons la fonction é&onomique en
fonction des variables hors programme. Il nous reste maintenant deux choses a déterminer. D’une
part, calculer la quantité de la variable entrante que 1’on doit fabriquer et d’autre part, quelle
variable actuellement dans le programme doit devenir une variable hors programme c’est-adire
déerminer la variable sortante.

Dé&ermination de la valeur entrante:

Cherchons d’abord la plus grande quantité de la variable entrante que 1’on peut fabriquer tout en
respectant les conditions imposées par les contraintes d’activité. On répete les itérations jusqu’a ce
qu’on trouve la valeur optimale. Un programme de base est optimal si tous les coefficients des
variables hors programme, dans I’expression de la fonction économique, sont négatifs.

Dé&ermination de la variable sortante:

En introduisant la variable entrante dans le programme, on choisira la plus petite valeur positive
obtenue a I’aide du systéme d’équations calculé. Cela induira &alement la variable sortante.

La méthode algébrique présente un inconvénient, tel qu’elle ne répond pas aux développements
des techniques de résolution par ordinateur; ce qui nous a amenéafaire recours ala méhode de
simplexe.

Algorithme du simplexe
La mé&hode du simplexe est due aG. Dantzig (1947). Elle comporte 2 phases.
Phase 1 - Initialisation : Trouver une solution de base réalisable (ou bien détecter 1I’impossibilité.

Phase 2 - Progression : On passe d’un sommet ‘a un sommet voisin pour augmenter la fonction
objectif (ou bien on déectéune fonction objectif F non majore).

L'algorithme du simplexe constitue <une proc&lure répé&itive permettant, de progresser rapidement
vers la solution optimale> Elle examine comme premiée solution un des sommets (en géné&al
I'origine), qui constitue la solution de base de I'algorithme. Son principe consiste ax<se déplacer de
sommet en sommet adjacent de fagon aam@iorer la fonction objectif; aprés un nombre fini
d'ité&ation, il arrive &aun sommet apartir duguel tout délacement vers un autre sommet n'ame&iore
plus cette valeur, on est alors au sommet optimal, l'algorithme simplexe consiste apasser d'une
solution de base aune autre jusqu'ace

gu'une solution ré&lisable de base optimal soit trouveés

Principe de I’algorithme de simplexe :

La recherche systématique d’une solution optimale a I’aide de 1’algorithme du simplexe peut se
résumer comme suit
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v' Déerminer une premiére solution de base ré&lisable ; cette solution initiale sert de départ

au cheminement vers la solution optimale (si elle existe).

v" Si la solution obtenue en (1) n’est pas optimale, déterminer une autre solution de base
réalisable qui permettrait d’améliorer la fonction objectif (augmentation pour une maximisation ou
diminution pour une minimisation).

v" On répéte cette procédure itérative jusqu’a ce qu’il ne soit plus possible d’améliorer la

fonction objectif. La derniee solution de base réalisable obtenue constitue la solution
optimale au programme liné&ire.

Exemple
Soit le probléme :

Z =20x, + 25x,
2%, +3x, <40
4x, +2x, <48

X, =20,x, >0

(P):

Au préilable, on &rit le probléne sous La forme standard de probléme (P) est

Z =20x, + 25x,
P): 2%, +3X, + X, =40
4X, +2X, + X, =48
X, =20,X,,X, 20,%x, 20,
Voici les éapes du simplexe.
1. On forme le tableau initial T :

V.B X1 X2 X3 X4 b
X3 2 3 1 0 40
X4 4 2 0 1 48
Z 20 25 0 0 0

Les variables de base sont {x3, x4} et la solution de base est (0, 0, 40, 48) ce qui correspond &
I’origine dans le plan.

2. La fonction z varie plus rapidement en fonction de la variable x2. Donc, on choisit la deuxiéme
colonne comme colonne de pivot. La variable x2 entre dans la base mais une variable doit sortir.
3. On doit choisir la ligne de pivot. Pour cela, on utilise le critée de la limitation

b, b
— = min{—k,akj ~0,k=1...,.m }

a;; 4



M.BOUKEDROUN _Programmation Linéaire_L3_Info(SI)/UDBKM_FST_MI.2020-2021

Ouj est la colonne de pivot de 1’étape 2. Le critére assure que la solution sera admissible.

V.B X1 X3 X4 b L

X3 =» |2 1 0 40 40/3=13.333
X4 4 2 0 1 48 48/2=24

Z 20 25 A 0 0 [0 ]

La ligne de pivot sera la premiee : i = 1. Les variables de base deviennent B ={x2, x4}.

On pivote autour de 1I’élément 3 on trouve :

V.B X1 X3 X4 b L

X2 => |23 1/3 0 40/3 40/3=13.333
X4 8/3 0 -2/3 1 64/3 64/3=21.33
Z 10/3 0o A -25/3 0 [-1000/3 |

La solution de base sera x2 = 40/3, x4 =64/3,x1=x3=0

On choisit la premiere colonne comme colonne de pivot car x1 est la seule variable qui augmente z.

On applique le critée du quotient pour chercher la ligne de pivot et on trouve i = 2. La nouvelle

base sera B = {x2, x1}.

V.B X2 X3 X4 b
X2 1 1/2 -1/4 8
X1l => 0 -1/4 3/8 8
Z 0 0 -15/2 -5/4 -360

L’algorithme se termine ici car tous les coefficients des colonnes x1, x2, x3, x4 sont néyatifs. Donc,
on ne peut augmenter davantage z. La solution optimale sera
x1=8,x2=8,x3=0,x4=0etz=360. ce qui correspond au sommet (8, 8) dans le plan. Le signe
— dans le coin inférieur droit est dii au fait que 1’on avait initialement ajouté la ligne

¢ —z=0.Donc, ala fin, on aura —z = —360.

Algorithme du simplexe.
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Etape 0. Initialisation
e Ecrire le programme linéire sous standard : Ajouter les variables d’écart.
e Ddinir une solution de base de départ ; pre&eiser les variables de base et les variables hors
base de cette solution. Généralement, les variables d’écart sont pris comme variables de
base et les variables de désision comme variables hors base.

Etape 1. Choix de la variable entrante
e Exprimer la fonction objectif z en fonction des seules variables hors base. Puis choisir
comme variable entrante la variable hors base affecté du coefficient positif le plus devé
e Si tous les coefficients de z sont négatifs ou nuls, I’algorithme s’arréte. La solution
courante est optimale.
e Sinon, soit r I’indice de cette variable entrante.

Etape 2. Choix de la variable sortante

La variable sortante est la premiére a s’annuler lorsque xr augmente : c’est celle pour laquelle le
minimum est atteint dans :

b min{b—",akj ~0,k=1..,m }
a; a,
i est I’indice de la ligne correspondante
Si tous les ajj sont infé&ieurs &0, alors la solution est non bornée.
Etape 3. Calcul de la nouvelle solution de base

e Utiliser I’équation relative ala variable xi pour exprimer X;j en fonction de X;
et les autres variables qui vont rester dans la base.

e Himiner x; des autres éjuations en le remplagnt par son expression.

Retour & I’Etape 1.



M.BOUKEDROUN _Programmation Linéaire_L3_Info(SI)/UDBKM_FST_MI.2020-2021

I1. Problames Irr&guliers

Dans la partie pr&élente on a traité€les PL de type de maximisation et avec des contraintes de type
d’infériorité ou égalité, n&@nmoins on peut retrouver des contraintes de type sup€&ieur ou €gale
et/ou de type égale, ainsi que des problénes otion a aminimiser au lieu de maximiser.

Dans cette partie de chapitre, on éudiera les modifications possibles apportées &la mé&hode du
simplexe pour qu’elle puisse résoudre tous ces types de programmes.

Les variables artificielles

Considé&ons le programme lin&ire(P) suivant :
Z =5X%; + 6X, — max

-X +X,<4

5x, +3x, =60

X, 20,X, 25,

(P):

L'introduction des variables d'é&sart dans le programme linéaire donne

Z =5X, +6x, +0S, +0S, — max
-X +X,+S, <4

(P):{5x, +3x, = 60

X,=S,=5

X, 20,x,2>0,5,>20,S,>0

Lorsque on annule les variables de d&sision x1 et x2 . Ceci nous permet de commencer apartir de
’origine O. Or, on vérifie bien que I’origine n’est pas une solution réalisable.

Alors comment nous allons réécrire le programme de maniére qu’on puisse construire le tableau de
simplexe initial a I’origine.

En effet, I’introduction de nouvelles variables, dite variables artificielles Al et A2.

Ses variables sont conqus artificiellement pour nous aider autiliser la procé&lure de simplexe et &
formuler le tableau initial &partir de I'origine.

Notre programme devient le suivant :
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Z =5X, +6x, +0S,; +0S, — max

- X, +X,+S5, <4

(P):{5x, +3x, + A, =60

X, =S, +A,=5
X,>0,x,>0,5,>0,S,>0,A >0,A, >0

Si on pose x1 = x2 = 0. La solution initiale est

X, =0
X, =0
S, =4
S,=0
A =60
A, =5

Cette solution n’est pas réalisable puisque x2 n’est pas supérieur a 50.
On peut conclure que tant que les variables artificielles restent dans la base,

Une maniére pour garantir que ces variables artificielles sortent de la base avant d’atteindre la
solution optimale est de leur associ€e un grand cott -M dans la fonction objectif. Ainsi, si ces
variables restent dans la base ils vont causer une diminution importante de la valeur de la fonction
objectif. Ce qui nous contraignent ales faire sortir le plut& possible de la base.

Notre fonction &onomique devienne
Z =5x, + 6x, — MA, — MA,
Avec M un trés grand nombre

Le tableau de simplexe initial

5 6 0 0 -M | -M

X1 X5 Sl Sz A; A;
0 S1 4 -1 1 1 0 0 0
-M Ax 60 (5) 3 0 0 1 0
-M A, 3) 0 1 0 -1 0 1

la variable entrante te la variable sortante :
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5 6 0 0 -M | -M

X1 Xo S, S Al | A
0 S1 4 -1 1 1 0 0 0 -4
-M A 60 (5) 3 0 0 1 0 12
-M Ao 5 0 1 0 -1 0 1 00

-5M | -4M 0 M -M | -M

5+5M | 6+4M 0 -M 0 0

La variable entrante est x1 (5 +5M > 6 + 4M avec M assez grand) et la variable sortante est Al .

Le tableau de simplexe qui suit est

La variable entrante est x1 (5 +5M > 6 + 4M avec M assez grand) et la variable sortante est Al .

Le tableau de simplexe qui suit est :

5 6 0 0 -M -M
X1 X2 Sl Sz A; A,
0 S1 4 -1 1 1 0 0 0 -4
M AL | 60 | 5) | 3 0 0 1 | 0|12
-M A, 5 0 1 0 -1 0 1 00
-5M | -4M 0 M -M -M
5+5M | 6+4M 0 -M 0 0

5 6 0 0 -M -M
X1 X2 Sy S A A,
0 S1 16 0 8/5 1 0 1/5 0 10
5 X1 12 1 3/5 0 0 1/5 0 20
-M A, 5 0 Q) 0 -1 0 1 5
5 3-M 0 M 1 -M
0 3+M 0 -M -M-1| O

Le tableau de simplexe aprés la deuxiene ité&ation indique que la variable sortante est A2. On peut
supprimer du tableau la colonne relative &A1l et A2.

Les deux premiéres it&ations on fait sortir de la base les variables artificielles Al et A2. Leurs
effets nets est maintenant n&gatif et trés &eve elles ne pourront donc pas &re séectionnéss a
I’itération suivante, ni méme ultérieurement comme on peut facilement le constater
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5 6 0 0
X1 X2 S1 Sy
0 S1 8 0 0 1 8/5 5
5 X1 9 1 0 0 3/5 15
6 X2 5 0 1 0 -1 -5
5 6 0 -3
0 0 0 3
5 6 0 0
X1 X2 Sy Sy
0 S, 5 0 0 5/8 1
5 X1 6 1 0 -3/8 0
6 X2 10 0 1 5/8 0
5 6 15/8 0
0 0 -15/8 0

Le tableau ci-dessus est optimal car tous les effets nets sont négatifs ou nuls. Donc la solution
optimale est

Cas oule second membre néegatif

Le probléme qui peut se poser est que 1’une des variables du second membre soit négative.

La condition qu’il faut vérifier avant de se lancer dans la réécriture de cette contrainte, en vue
de construire le programme standard, est la nonégativitédu second membre.

Ainsi, on doit modifier la contrainte avant de commencer la standardisation et la ré&&srire
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Problémes de minimisation

Il'y a deux techniques de ré&oudre un probléne de minimisation en utilisant la méhode
de simplexe.

La premige mé&hode ne&essite le changement de la régle de choix de la
variable entrante. Dans un probléme de maximisation la regle est de choisir comme
variable entrante celle qui a le plus grand effet net positif non nul. Ceci parce que notre
objectif est de choisir la variable qui en entrant dans la base va engendrer un profit
supplénentaire et ainsi accroire la valeur de la fonction objectif. Pour un probléne de
minimisation, on va utiliser la régle inverse. C’est-adire la variable entrante est celle &
laquelle on associe la plus petite valeur négative non nulle de I’effet net ¢j - zj.

Ceci va nous amener aussi a changer notre régle d’arrét de la procédure de simplexe et de
déinir le tableau optimal, comme celui otitous les effets nets  cj - zj sont positifs ou
nuls.

le tableau suivant ré&ume les transformations afaire subir anotre programme liné&ire
avant de le réoudre par la mé&hode de simplexe :

Quand la contrainte Pour la fonction objectif d’un probléme de

est Maximisation Minimisation

I- detype «<>» Attribuer un coefficient nul pour la variable d’écart
Ajouter une variable
d’écart

[l- de type « = »
Ajouter une variable
d’écart et une
variable artificielle

Attribuer un coefficient -M
pour variable artificielle

Attribuer un coefficient M
pour la variable artificielle

I1l- de type «> >»
Ajouter une variable
artificielle et

une
variable d’écart avec
un signe "-"

Attribuer un coefficient nul
pour la variable d’écart et un
coefficient - M pour variable
artificielle

Attribuer un coefficient nul
pour la variable d’écart et un
coefficient M pour variable
artificielle

Le tableau suivant ré&sume les éapes de la mé&hode de simplexe relatif aux problénes de
maximisation et minimisation :

Eta Maximisation Minimisation
pe
1 Formuler un programme lin&ire Formuler un programme lin&ire
pour le probléme reel. pour le probléme reel.
2 Veifier que le second membre du Véifier que le second membre du
programme liné&ire est programme liné&ire est
positif ~ sinon  modifier les positif ~ sinon  modifier les

contraintes

contraintes
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Ecrire le programme lin&ire sous
une forme standard

Ecrire le programme lin&ire sous
une forme standard

Construire le premier tableau de
simplexe

Construire le premier tableau de
simplexe

Choisir comme variable entrante dans
la base celle qui admet le plus
grand effet net positif cj-zj.

Choisir comme variable entrante dans
la base celle qui admet le plus
petit effet net negatif cj-zj.

Choisir la variable sortante de la
base celle qui admet le plus petit ratio
sup€&ieur azé&o.

Choisir la variable sortante de la
base celle qui admet le plus petit ratio
sup€&ieur azé&o.

Construire le nouveau tableau en
utilisant la régle de pivot

Construire le nouveau tableau en
utilisant la regle de pivot

Faire le test d’optimalité. Si (cj-zj)
< 0 pour toutes les variables (hors
base) donc la solution

obtenue est optimale. Sinon retourner
a I’étape 5.

Faire le test d’optimalité. Si (cj-zj)
> 0 pour toutes les variables (hors
base) donc la solution

obtenue est optimale. Sinon retourner
a I’étape 5.

La deuxieane mé&hode pour ré&oudre un probléme de se base sur le réultat suivant «
Ré&oudre un probléme min c'x sujet &un ensemble de contraintes est &uivalent a
réoudre un probléme max -c'x sujet au mé@ne ensemble de contraintes >» Ces deux
problénes sont &juivalents dans la mesure ouiils donnent le mé&ne vecteur des solutions
optimales. La seule difféence est que la valeur de la solution max -c'x est ’opposé de la
solution de min c¢'x; (i.e. min c¢%= - max -cx).



