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Chapitre 1 : Généralité sur la
recherche opérationnelle

Et la Programmation Linéaire

Introduction général

1. Recherche opérationnelle

Une définition possible de la R.O pourrait étre la suivante : il s’agit d’un ensemble de
méthodes d’analyse scientifique (maths et info.) des phénomenes d’organisation qui traite de
la maximisation d’un profit, d’une performance, d’un rendement ou bien de la minimisation
d’un cout, d’une dépense. La R.O. est avant tout un outil d’aide a la décision. Le schéma
géneral suivi par ces méthodes est : Probleme concret (de type R.O)

1- Modélisation

2- Résolution par une méthode de R.O

3-Interprétation des résultats

4- Prise de décision.

Quelques exemples et domaines d’applications de la R.O.

e Les ponts de Konigsberg (Euler 1735).

e Graphe et PageRank

e Un probléme de production

e Un probléme de transport.

e Un probléme d’affectation.

e Un probléeme de voyageur de commerce.

e Placement optimal de pieces 2D (Bin Packing).

2. Programmation linéaire

La programmation lineaire est une technique qui permet de résoudre un grand nombre de
probléme de gestion. Cette technique consiste & modéliser le probleme pose sous forme d’un
modele linéaire, ensuite, elle assure la résolution du probléme, enfin, I’interprétation des
résultats obtenus.

En effet, la modélisation linéaire est généralement liée a des contraintes d’allocations des
ressources limitées et a la meilleure fagon possible d’exploiter, afin de maximiser le profit

Ou de minimiser les cofits de revient. Donc, le probleme que I’on se pose est de réaliser les
Objectifs d’une entreprise sujette a des restrictions des ressources.

En R.O, modéliser un probléme consiste a identifier les variables intrinséques, les différentes
contraintes auxquelles sont soumises ces variables et 1’objectif vise (optimisation). Dans un
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probléme de programmation linéaire (PL) les contraintes et 1’objectif sont des fonctions
linéaires des variables.

La programmation lin€aire est un outil trés puissant de la recherche opérationnelle. C’est un
outil générique qui peut résoudre un grand nombre de problemes. En effet, une fois un
probléme modélisé sous la forme d’équations linéaires, des méthodes assurent la résolution du
probléme de maniere exacte. On distingue dans la programmation linéaire, la programmation
linéaire en nombres réels, pour laquelle les variables des équations sont dans IR+ et la
programmation en nombres entiers, pour laquelle les variables sont dans IN. Bien entendu, il
est possible d’avoir les deux en méme temps. Cependant, la résolution d’un probléme avec
des variables enticres est nettement plus compliquée qu’un probléme en nombres réels.

Une des méthodes les plus connues pour resoudre des programmes linéaires en nombre réel
est la méthode du Simplex. En théorie, elle a une complexité non polynomiale et est donc
supposée peu efficace. Cependant, en pratique, il s’avere au contraire qu’il s’agit d’une bonne
méthode.

De plus, de nombreux logiciels intégrant cette méthode existent. Certains sont utilisés via une
interface graphique alors que d’autres permettent une communication par fichiers ce qui
autorise l'utilisation du programme de maniere cachée dans le développement d’un autre
logiciel.

Problématique de la programmation linéaire

Un programme linéaire est un programme mathématique, i.e. un probléme consistant a
trouver un extremum (maximum ou minimum) d’une fonction a plusieurs variables, vérifiant
en outre un systeme d’équations ou d’inéquations, ces fonctions étant linéaires. La fonction a
optimiser est appelée fonction coft, fonction d’objectifs ou fonction économique.

Définition d’un PL

Nous allons citer quelques définitions attribuées par des différents auteurs a la notion de la
programmation linéaire, ensuite nous allons donner une synthese de définition.

Michel NEDZELA

La programmation linéaire s’applique a la répartition des ressources limitées entre des
activités en concurrence les unes avec les autres, de facon a atteindre au mieux un certain
objectif .

Gérald BAILLARGEON:

La programmation linéaire peut se definir comme un outil mathématique qui permet
d’analyser divers types de situations dans lesquelles nous retrouvons une fonction linéaire
d’un certain nombre de variables, appelée fonction objectif (on utilise également dans la
littérature les termes fonction économique) que 1’on désire optimiser, c’est-a-dire maximiser
ou minimiser.

Jean-Philippe JAVET

La programmation linéaire peut se définir comme une technique mathématique permettant de
résoudre des problemes de gestion et particulierement ceux ou le gestionnaire doit déterminer,
face a différentes possibilités, 1’utilisation optimale des ressources de [’entreprise pour
atteindre un objectif spécifiqgue comme la maximisation des bénéfices ou la minimisation des
colts
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Définition d’un programme linéaire.

Un programme linéaire est un modéle d’optimisation mathématique qui a pour objectif de
trouver le maximum ou le minimum d’une forme linéaire dite fonction objectif en satisfaisant
certaines égalités et/ou inégalités dites contraintes. En langage mathématique, on décrira le
modeéle de la maniere suivante:

Max ou Min(Z) = C,x, +C,X, +...+ C;X; +...+ C X,
Ay Xy ot A X X (S,2,=5)h,
Ay Xy +ent 3y X F ot Ay X (S,2,5)b,

(P):
Ay Xy F ot QX ot QX (S,2,5)b;
A Xy +oet A X+t X (S,2,5)b
Xps Xy yeey Xjyeey Xy 20

Soient:

o [Xy, Xa,...Xj,...,Xn] représentent les variables d’activités; suivant I’hypothése que ces
variables sont positives, impliquent que X1, Xa,...., Xj,...... Xn=>0.
e Lafonction objectif a une forme linéaire en relation avec les variables de décision
du type Max ou Min (Z) = C1X1+CoXo+...... +CjXjt....CaXn. OU les coefficients
[Cy,...Co,...Cj,,.... ,Cn] doivent avoir une valeur bien déterminée (avec certitude) et peuvent
étre positifs, ou négatifs. Par exemple le coefficient (C;) peut représenter un profit unitaire lié
a la quantité de la production (X;), ainsi, la valeur de la fonction (Z) est le profit total lié a la
production [X1, Xa,.....,Xj,....,Xn].
e Supposons que ces variables d’activités doivent vérifier un systeme d’équations
lineaires défini par (m) inégalités et (n) variables; ou les coefficients techniques sous
la forme de la matrice (m*n) suivante :

aii, ai2,.....,alj,...... ,aln
as1, a22,.....,a25,...... ,azn
di1, di2,....... ,dijsy ,ain

et le vecteur colonne [by, by,...... ,bi,...,bm] qui, doit avoir une valeur bien déterminée (avec
certitude) et peut étre positif ou nul. Le parameétre (bi) représente la quantité des ressources
disponibles dont le bien (X;) utilise une quantité égale a [aj; xj]. «Les constants (a savoir, les
coefficients et les cOtés de droite) dans les contraintes et la fonction objectif sont appelés les
parameétres du modéle.
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Le processus utilisé par la recherche Opérationnelle est le suivant :

Phénomeéne concret

Modélisation

Choix d’'une méthode de
résolution

Interprétation des
résultats

Prise de décision

Figure 1 : processus utilisé par RO

I1. Modélisation des problémes sous forme d’un Programmation linéaire

En R.O, modéliser un probleme consiste a identifier les variables intrinseques, les différentes
contraintes auxquelles sont soumises ces variables et 1’objectif visent (optimisation). Dans un
probléme de programmation linéaire (PL) les contraintes et 1’objectif sont des fonctions
linéaires des variables.

Modele mathématique

Un modeéle mathématique est un outil et un moyen qui permet a simuler un probleme,
situation ou un phénomene réel pour mieux le comprendre et de le résoudre. En vue de
I’optimisation, résoudre un modele par une méthode consiste a chercher des solutions
concretes dites décisions optimales. On RO on a deux types déterministe et celle de
stochastique. Le modele deterministe se décompose on deux grand famille linéaire et non
linéaire.

Pour I’optimisation lin€aire on trouve graphes, réseaux, programmation en nombres entiers,
transport et d’affectation,...

Pour I’optimisation non linéaire on trouve les modeles probabilistes, processus aléatoires, les
files d’attentes, modeles de prévision et la théorie des jeux...
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Formulation d’un programme linéaire

Etant donné un probléme économique, en vue de I’optimisation, pour modéliser ce probléme
sous forme d’un PL, il faut identifier soigneusement les trois étapes suivantes :

Définition 1 (Variables de décisions).

Ce sont les facteurs que 1’on peut modifier dans le systéme, elles décrivent les inconnus du
probleme et représentent des quantités utiles sur lesquelles des décisions seront prisent.

Définition 2 (Contraintes et contraintes de positivites).

Ce sont les paramétres du systéme étudié et sur lesquels on ne peut apporter aucune
modification. Elles regroupent toutes les restrictions et conditions imposées au probléme posé
sous forme d’inégalités ou d’égalités (<; >; =).

Définition 3 (Fonction objectif).
Constitue la fonction a optimiser ou bien 1’objectif a atteindre.

Geénéralement il y a trois étapes a suivre pour pouvoir construire le modele d'un programme
linéaire :

1. Identifier les variables du probléme a valeur non connues (variable de décision) et les
représenter sous forme symbolique (exp. x1, y1).

2. ldentifier les restrictions (les contraintes) du probleme et les exprimer par un systéeme
d’équations linéaires.

3. Identifier 1’objectif ou le critére de sélection et le représenter sous une forme lin€aire en
fonction des variables de décision. Spécifier si le critére de sélection est a maximiser ou a
minimiser.

Exemple 1 (série 1 .ex001)
Une usine fabrique 2 produits P1 et P2 en utilisant un certain nombre de ressources :

équipement, main d’ceuvre, matieres premicres. Ces besoins sont indiqués dans le tableau ci-
dessous. Par ailleurs, chaque ressource est disponible en quantité limitée (cf. tableau).

P1 P2 Disponibilités
équipement 3 9 81
main d’ceuvre 4 5 55
matiére premiere 2 1 20

Les deux produits Py et P, rapportent & la vente respectivement des bénéfices de 6 euros et 4
euros par unité.

Question

Quelles quantités de produits P1 et P> (valeurs non-nécessairement entieres) doit produire
’usine afin de maximiser le bénéfice total venant de la vente des 2 produits ?
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Solution

Choix des variables (les inconnues) : X1 et X2 sont respectivement les quantités des produits Py
et P, fabriques (x1, X2 2 R).

« Choix de la fonction objectif a maximiser : La fonction objective F correspond au
bénéfice total. Elle vaut F(x1, X2) = 6x1 + 4x2. Le probléme se traduit donc par max (X1,X2)
(X1, X2) = 6X1 + 4X2 qui doit étre maximiser
Détermination des contraintes.

e Ladisponibilité¢ de chacune des ressources s’écrit :
3X1 + %2 <81
4X1 + 5X2 <55
2X1+ X2<20

e Positivité des variables : X1, X2 > 0.

En résume, le probléme de production se modélise sous la forme
Max (x1,x2) f(x1, X2) = 6X1 + 4X..
sous les contraintes :

3x:+9x,< 81
4x,+ 5x,<55
2X:+ X, <20

Xy, X.>0

Exemple 2:

Considérons le probléme d’une commune. Dans la commune, il y a I quartiers, J écoles, et G
classes dans chaque école (p.ex. lere — 6e primaire). Chaque école j € J a une capacité de Cjg
étudiants pour la classe g € G. Dans chaque quartier i € |, il y a Sig étudiants qui veulent aller
en classe g € G. La distance entre le quartier i € I et I’école j € J est dij .

Probléme

Donner un programme linéaire, dont ’objectif est d’envoyer tous les étudiants a la bonne
classe, tout en minimisant la distance totale parcourue par les étudiants.

Solution

Nous utilisons les variables suivantes :
Xijg = nombre d’¢tudiants résidant dans le quartier i, qui vont a la classe g de I’école j.
Alors on peut formuler le probleme de la maniére suivante :

min zz (d-> Xiq)

geG
sous contraint es

Z Xijg =Sig V1,0 (cette contraite segnifie que tout etudiant du quartier i fréquente sa classe g)

J
Z Xijs <Cj, V ], g(cettecontraint e ségnifie que dans chaque école |

la capacité de toute classe g est réspecté)
X;, €N,Vi, j, 0

J[*
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Exemple 3:

Considérons le probléme suivant :
min 2x1+3 |x2- 10|
S.C:
|x1+ 2| + |x2] €15

Probleme

Reformuler ce probléme sous forme de programme linéaire.

Solution

On introduit une variable auxiliaire z1 pour remplacer la valeur absolue dans la fonction
objective.

min 2x, +3Z,

Z, >2X,-10

Z, >-X,+10

X, +2+X, <15
X, +2-X, <15
—-X, —2+X, <15
-X, —2-X, <15

st

Probléme de médecine

Un spécialiste en médecine a fabriqué un médicament (des pilules) pour guérir les sujets
atteints d’un rhume. Ces pilules sont fabriquées selon deux formats :

Petite taille : elle contient 2 grains d’aspirine, 5 grains de bicarbonate et 1 grain de codéine.
Grande taille : elle contient 1 grain d’aspirine, 8 grains de bicarbonate et 6 grains de codéine.
Pour guérir la maladie, le sujet a besoin de 12 grains d’aspirine, 74 grains de bicarbonate et 24
grains de codéine.

Problématique

Déterminer le nombre de pilules minimales a prescrire au sujet pour qu’il soit guérit.

Solution

Etapel : les variables de décision

X1 : le nombre de pilules de petite taille a prescrire.
X2 : le nombre de pilules de grande taille a prescrire.

Etape?2 : les contraintes

La prescription doit contenir des pilules avec au moins 12 grains d’aspirine. Sachant qu’une
petite pilule contient 2 grains d’aspirine et qu’une grande pilule contient un seul grain
d’aspirine, on obtient la contrainte suivante : . 2X, + X, >12
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De la méme fagon que pour 1’aspirine, la prescription du spécialiste en médecine doit contenir
au moins 74 grains de bicarbonate. Ainsi la contrainte suivante doit étre satisfaite : .
5%, +8x, 274

Finalement la contrainte imposée par le fait que la prescription doit contenir au moins 24
grains de codéine est . x, + 6x, > 24

Etape3 : Contraintes de positivités
Les deux variables de décision sont positifs ou nulles x, >0, x, >0

Etape4 :
On remarque qu’il y a plusieurs couples de solutions (X,, x,) qui peuvent satisfaire les

contraintes spécifiées a 1’étape 2. La prescription doit contenir le minimum possible de
pilules. Donc le critere de sélection de la quantité de pilules a prescrire est celle qui minimise
le nombre total des pilules. Z = x, + x,

Le programme linéaire est :
Min X, + x5
s.C. 2x +x, =12
5x, +8x, =74
x, +6x, =24
x,=20,x, =20
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Seriel
Modélisation des probléemes sous forme d’un PL
Exercice01l

Une usine fabrique 2 produits P1 et P, en utilisant un certain nombre de ressources :
équipement, main d’ceuvre, matiéres premieres. Ces besoins sont indiqués dans le tableau ci-
dessous. Par ailleurs, chaque ressource est disponible en quantité limitée (cf. tableau).

P1 P2 Disponibilités
équipement 3 9 81
main d’ceuvre 4 5 55
matiére premiere 2 1 20

Les deux produits P et P> rapportent a la vente respectivement des bénéfices de 6 euros et 4
euros par unité.

Question

Quelles quantités de produits P1 et P> (valeurs non-nécessairement entiéres) doit produire
I’usine afin de maximiser le bénéfice total venant de la vente des 2 produits ?

Exercice02

Un artisan menuisier fabrique des tables et des chaises a base du bois et d’un métal pour le
compte d’un revendeur, il emploie deux jeunes stagiaires. Son stock pour la semaine a venir
en bois est 60 m? et 30 mettre du métal. La fabrication d’une table nécessite 3h du travail et 5
m2 du bois et 2m du métal, et pour fabriquer une chaise il faut 1.5 h du travail et 2 m? du bois
et 1m du métal. Le menuiser et ses stagiaires travaillent 40 h par semaine, une chaise génere
le profit de 2000 DA et une chaise dégage un profit de 1200 DA. Toute sa production sera
vendue le lendemain.

Question : Modéliser ce probleme sous forme d’un programme linéaire afin de maximiser le
bénéfice hebdomadaire?

Exercice03

Une entreprise produit deux types de ceintures A et B. Le type A est de meilleure qualité que
B. le bénéfice est de 200 DA pour le type A et de 150 DA pour le second type. Le temps de
fabrication pour le type A est le double du temps pour la fabrication du type B et si toutes les
ceintures étaient du type B  D’entreprise pourrait en fabriquer 1000 par jour.
L’approvisionnement en cuir est suffisant pour 1400 ceintures par jour (Type A et B), 800
boucles de type A et 900 pour le type B sont disponibles par jour.

Question : Modéliser ce Probléme afin de maximiser le bénéfice total.

Exercice04

On doit organiser un pont aérien pour transporter 1600 personnes et 90 tonnes de bagages.
Les avions disponibles sont de deux types: 12 du type A et 9 du type B. Le type A peut
transporter, a pleine charge, 200 personnes et 6 tonnes de bagages. Le type B, 100 personnes
et 6 tonnes de bagages. La location d’un avion du type A cotite 800.000 F; la location d’un
avion du type B colte 200.000 F.

Question : Trouver une formulation au probléme sus-définit, pour trouver le nombre optimal
d’avions de type A et du type B pour minimiser le cotit de location.
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Exercice05

Considérons le probléme d’une commune. Dans la commune, il y a I quartiers, J écoles, et G
classes dans chaque école (p.ex. lere — 6e primaire). Chaque école j € J a une capacité de Cjg
étudiants pour la classe g € G. Dans chaque quartier i € I, il y a Sig étudiants qui veut aller en
classe g € G. La distance entre le quartier i € I et I’école j € J est dij .

Probleme

Donner un programme linéaire, dont 1’objectif est d’envoyer tous les étudiants a la bonne
classe, tout en minimisant la distance totale parcourue par les étudiants.

Exercice06

Un ol¢iculteur désire exporter deux types de I’huile d’olive, huile d’olive ordinaire et huile
d’olive de haute qualité. Compte tenu des réglementations en vigueur des exportations, il n’a
la possibilit¢ de vendre qu’au maximum 5000 litres de I’huile ordinaire et 1000 litres de
I’huile de qualité par année. Il propose a ses clients trois types de packs (fardeaux).
e Pack 1 est composé de deux bouteilles (1litre) d’huile simple et de quatre bouteilles
d’huile de qualité. La marge brute par pack 1 est de 4 euro.
e Pack 2 est composé de six bouteilles d’huile de qualité. La marge brute par pack 2 est

de 10 euro.
e Pack 3 est composé de six bouteilles d’huile ordinaire. La marge brute par pack 3 est
de 3 euro.
Question :

Aider cet oléiculteur a savoir combien de pack de chaque type doit-il constituer afin de
maximiser son bénéfice annuel?

Exercice07

Une entreprise d’investissement souhaite investir exactement 100000 dollars dans 3 projets
différents, elle souhaite investir 60000 dollars dans I’achat d’un bien immobilier qui génére
un bénéfice de 2900 dollars et dans I’achat d’actions boursiéres qui coltent 2000
dollars/action et dégage un profit de 800 dollars/action et dans I’achat de lot de terrain qui
coltent 300 dollars/m2 et

génére un profit de 100 dollars.

Question :

Modéliser ce probléme afin de trouver le profit maximum de cet investissement?

10
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Les différentes formes d’un programme linéaire

On trouve souvent deux formes de programme linéaires. La forme canonique et la forme
standard. La premiére représente la forme initiale, elle se caractérise par des contraintes
linéaires sous forme des inéquations (<, >) ou d’équations (=) comportant (j) variables et (i)
contraintes comme suit:

Maximiser ou minimiser selon 1’objectif une fonction économique (Z):

(Optimiser) Z =C,x; +C,X, +...+C;X; +...+C X,

A, X+t A X+t X, (S,2,=)b,

Ay Xy ot By X+ 3, X, (S,2,5)b,

(P):
Ay Xy ot QX+ X (S,2,5)D,
A Xy ot A X+t A X (S,2,5)b
Xpy Xy yeeey X ey X >0

Avec :

X; var iables de décision

b, seconde membre ou les disponibil ités
C, coéfficients de la fonction objectif
a;; coefficients des contraint es

Forme générale d’un programme linéaire

j=n
OptZ=>) C;x,
=1
SC:

—
Il
>

T

a;x; <b avecie | ={1,2,..,m}

j=1
j=n
> ayx; =b, aveck e K ={1.2,...,m}
-1
j=n

a,x; =b, avecreR=1{2,.., m}

L; <x; <U; avec j=1..,n

Opt : Max ou Min
Avec |,K et Rdisjoint set | UK UR={2,...,m}

L; =—etU; =+ possible

11
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La forme canonique:

Un programme linéaire est dit sous forme canonique si :

a) Les contraintes sont sous forme des inégalités d’infériorités et la fonction objectif est
exprimée sous forme de maximisation.

b) Les contraintes sont sous forme des inégalités de supériorité et la fonction objectif est
exprimée sous forme de minimisation.

c) Les contraintes sont sous forme des inégalités d’infériorités, des inégalités de supériorités
et des égalités, et la fonction objectif est exprimée sous forme de maximisation ou de
minimisation.

On peut obtenir la forme canonique pour n’importe quel programme linéaire a travers des
transformations des contraintes.

Sous cette forme, il n’y a pas de contraintes d’Egalite c’est-a-dire 12 = vide et J2 = vide

On note :

X= (X, X,,.n X, )" €R"
c=(c,,¢,,.c, ) €R"
b=(bb,...b, ) €R"

Et la matrice A de taillem x n :
all a12 ' " ' a'1n

ml m2 nm

Un programme linéaire (PL) est dit sous forme canonique pure s’il s’écrit :

max |F (X) =¢TX = C,X, +...+C, X, |
sous les contraint es

Ax<b
{xzo

Forme canonique mixte
Il s’agit d’un probléme de programmation linéaire (encore appelé programme linéaire) écrit
sous la forme suivante.

12
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j=n
max | F (X, X, ) =C, X, + ..+ C, X, :chxj}

(Xg 1o X)) i=1

sous les contraint es
j=n
contraint es inégalités : Vi e Il,z a;X; <b
=1
j=n
contraint es egalités Vj e 1,, Zaij X; =b,
j=1

contraint es de signes Vje J, ,x; =20

VjeJ eJ,, x; designe quelconque

L’ensemble | =1, U1, est I’ensemble des indices de contraintes avec card(I) = m. Autrement
dit, il y a m contraintes. L’ensemble J =J, U J, est I’ensemble des indices des variables avec
card(J) = n. Il y a n variables.

Forme canonique d’un programme linéaire

j=n
Max Z =) Cx,
j=1
SC:
j=n
a;X; < b, aveci=1,...,m
1

i
X; 20avec j=1..,n

e Probléme de maximisation
e Toutes les contraintes sont de type « < »
e Toutes les variables sont non négatives

La forme standard

Un programme linéaire et dit sous forme standard quand les inégalités représentant les
contraintes sont transformées en égalités. Ceci s’effectue par I’introduction des variables
d’écarts pour type de contraintes (>, <) et variables artificielles pour type de contraintes (=).
«Un probleme est sous la forme standard si seulement si les vraies contraintes sont toutes des
égalités9». Les vraies contraintes désignent les contraintes du programme hormis les
contraintes logiques, en d’autres termes ce sont les contraintes opérationnelles.

Sous cette forme, 11 = vide ; et J2 =vide ; Un programme linéaire (PL) est dit sous forme
standard s’il s’écrit :

13
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max [F (x) =¢" x|
sous les contraint es

Ax=hb
x>0

Forme standard d’un programme linéaire

j=n
Max Z = Zijj
j=1
sC:
j=n
a;
=1

X; >0avec j=1...,n

X; =b; aveci=1..,m

e Probléme de maximisation
e Toutes les contraintes sont de type « =» ou équations
e Toutes les variables sont non négatives

De la forme canonique vers la forme standard

On passe de la forme canonique a la forme standard en ajoutant dans chaque contrainte i une
variable I'écart xn+i.

.""l-_' i T Lo l:II .""r_' s I-_I
’ L | ] ’ ] .
=1 j=1
n
Max = N i
Pl e k'
.-I I
m
5.0 N {151 Frti b; i | Tl

Pourquoi des formes particuliéres ?

Tous simplement on fait ces formes pour

* Vérifier les prérequis des méthodes de résolution d’un telle probleme.
« Simplifier la présentation des algorithmes et des méthodes de résolution des problémes

Cependant...
Les définitions des formes canonique et standard varient parfois d’un auteur a I’autre !

14
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Dans cette polycopie, la forme de référence sera la forme canonique présentée ci-dessus, dont
les variables seront appelées les variables de décision du probleme et la forme standard sera
toujours obtenue par 1’ajout de variables d’écart au probléme canonique.

Notation matricielle : forme canonique

Max =z CT [ Max =z CnTn -‘
5.C. Ax < b | s.c Axpn < b
x > 0 rn = 0 J
ol
I \
C=0Cn 0] oo Ol I I : .
I Tl /j
11 = dIqp ll.i']
A : et b : I
Il <2+ Omn 'E".'r
Notation matricielle : forme standard
Max = fuce i [ Max = CoT o -|
5.C. [A | I]= b || sc Axp + TE b
Fr = 0 [ Hih g b o = 0 J
ol
o (e | CE) (e | O) i S - N IR )
I'l} I "'|
I \ 1 il L |
T - = A b N
TE /I Hod Ami -+ Omn 'I-;'rr

15



M.BOUKEDROUN _Programmation Linéaire_L3_Info(SI)/UDBKM_FST_MI.2020-2021

Notation matricielle : exemple

Pour le probléme d'allocation de ressources

Max = S0000x, + 2000001
5.C. r 4 les < 21
4T + Lrs < 0
| - 15
T . To = 1
on a

e—( 50000 200000). = [ . J

o

( 1 4 21

A 1 i et b (]

L1 o 15

Forme matricielle:

On appelle un systeme d’équations linéaires, tout systéme composé de (m) équations a (n)
inconnues devant étre vérifiées simultanément et dont 1’écriture matricielle est de la forme
suivante:

Max ou Min (Z) = C1X1+CaXo+...+CjXjt....+CnXn.

Sous contraintes :

- P P
-’13:1+a[3+ ...... —31:\" ] by
aytant......Tam x| =2 |k
A tapat . g Xp by
l\~h _F/ ., A

16
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Remarques sur les notations

e Les symboles en gras (A,=x.0,...) sont réservés pour les matrices (ma-
juscules) et les vecteurs (minuscules).

s Les vecteurs doivent &tre interprétés comme des vecteurs-colonnes ou des
vecteurs-lignes selon le contexte (pas ou peu de signes transposés).

Ax : x vecteur-colonne yA : y vecteur-ligne

xy : produit scalairs

e Les inégalités entre vecteurs (matrices) doivent &tre comprises composantes
par composantes -

=0 = 1 >0, ..., Zn>=0

Maisxz 20 — i t.q. x; < 0]

On dit de plus que le PL est sous forme standard simpliciale si A de taille m « n avec m < n, se décompose
en

A= (Im | H) (2.5)

ol I, désigne la matrice identité de taille m = m et H est une matrice de taille m = (n — m).

Equivalence des formulations canonique et standard

Théoreme 1
Au prix éventuel de I’ajout de contraintes et/ou de variables, tout PL peut étre transforme en

un PL sous forme canonique équivalent.

Théoreme 2
Au prix éventuel de 1’ajout de contraintes et/ou de variables, tout PL peut étre transforme en

un PL sous forme standard équivalent.

Par programme équivalent, on entend :

* toute solution admissible (optimale) du probléme équivalent correspond a une solution
admissible (optimale) du probléme initial ;

* toute solution admissible (optimale) du probléme initial correspond a au moins une solution
admissible (optimale) du probléme équivalent ;

17
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» I’issue de l’optimisation des deux problémes est la méme (sans solution admissible,
optimum fini, probléme non borné).

Regles de transformation

e Minimisation — maximisation : min f{z) = — max (- f(z))

Pour minimiser z — ex, il suffit de maximiser w = —ex = (—¢)x et de
multiplier la valeur optimale de w par —1 pour obtenir celle de z |

¢ Inequation =+ inéguation

ar > b — (—a)r < -h

s Equation — inéguation

Reégles de transformation (suite)

e Inéquation — égquation : On ajoute une variable d'écart (de surplus)

ar < b — ar+s=bs=10
ar > h — ar—-s=hbs=10

o Variable libre (réelle) — wvariable non négative : Tout nombre réel peut
eétre écrit comme la différence de deux nombres non négatifs.
~ T -]I I — -]I_
reR— L I
o, =0
» Variable bornée inférieurement :
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Exemple de mise sous forme canonique

Min = —3r; + 4z
5. C. Ty + Is §
Iy - '-_}.J"_: = 1
I = R
Tn = 0
Min z = —3x; + 434

Maodifications

FL initial

o
v

-
=]

FL canonigue équivalent

Max
S.C.

MNe pas oublier que 2z, —Wope !

PL initial
- Max w = 3x; —
T+ T2 =
—I] — Iz =
—= —1T + 2 < —4
Iy =x — I
ey =0
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Regles de transformation particuliéres

e Probleme Min-Max ou Max-Min :
Min = f
5.LC. i = oI
Min = max{oyT,... T}
it = T
t € R
. . T < b
e Valeurs absolues : |z| £ b +—
T = —h
ok | e e
I| = 0 T 2= sl
| l e
— _—"i:":'"__
.]1\
Convexe on convexe [

Exemple : approximation de Chebychev

CDonnées - 1 mesures
(Tpy:) e R™TLi=1,..., m

Objectif : Déterminer une approxi-
mation linéaire y ar + b mi
nimisant la plus grande erreur
d'estimation |

Formulation :
Min = NaX y; —ax; — b

| es variables de décision de ce probleme sont a = E" et h = R |
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On peut récrire le probléme comme

Min = i Favy

..... f]

5.C. A; lvi —ax; — bl i=1,....m
puis

Min = f

5.C. t > |yy—ax;—b i=1,....m

pour finalement obtenir une formulation linéaire

aveca c R beBett =0

Objectifs

e Connaitre les définitions des formes canonique et standard d’un PL.

* Mautriser les régles de transformations permettant de passer d’une formulation

a une autre équivalente.

* Pourvoir transformer une formulation non linéaire d’un probléme d’optimisation
en un programme linéaire (lorsque c’est possible évidemment).

Exemples

max: z = 3x, - 2x, T 8x, max: z = 3x, - 2x, - 8x.’
SOUS: S0USs:
S5x -2x +4x = 8§ . S -2 -4x <=8

1 2 3 = 1 2 3

+ - < + -8x.7<2
X, +3x,+8x,225 x, +3x,-8x,"£125
Ox, +6x, - 3x,= 17 Ox, +6x,+3x,°= 17
X .x,z0etx, =0 X .X,.%X =20

1 2 3 1 2 3
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max: z =3x, - 2x, + 8x,

SOUs:
5x,-2x, T4x, <8

X, +3x, +8x, =25
Ox, +6x, - 3x,= 17

X, . X >0

-

max: z = 3x, - 2x, T 8x,

SOUS:
le - 21{2 —41{3 <8

x1—3x2 +81-£3 < 25
9};1 + 6:{3 - 3};3 =17

-
xl.xrxg_[ﬁl

max: z = 3x, - 2x, + 8x,

SOUS:
5:{1 - 21-:2 + 41{3 <R

max: z= 3.1;1 -2x. + 8x

sOus:
le -2x + 43{3 <8

= x,+3x,+8x,225
9x1+6x1 -3){3 <17

-9):1 - ﬁxz + 3};3 <17

max: z = 3:{1 -2x + 833' - 8:{3""

SOUS:
5:{1 -2x, + 4x3* - 4:-:3" :

14
fte]

X, + 3:{2 + 8};3* - 8){3" <25
9:{1 + 6};2 - ng + 31{3 < 17

- ¥ T Ty
X . %% X >0

max: z = 3x,- 2x, + 8x,

SOuS:
le -2x, + 4x3 <8

X, —3};2 + 81{3 < 25
-9};1 - 15:-:: + 3:-:3 < -17

X .x, .x, =0
1 L >

max: z= 3}:1 - 2%+ 8};3

Sous:
le -2x + 4){3 <8
X, T 3x2+ 8x, =25
+ - = 17
Qxl 61{2 51{3 < 17
17
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Interprétation économique.

Un programme linéaire a une interprétation économique trés large :
1. Un acteur économique qui exerce n activités avec des intensités xj a déterminé.

2. Ces activités utilisent m ressources.
3. La quantité aij de ressources i nécessaires pour exercer 1’activité j avec une intensité 1.

4. On connait le profit (en maximisation) et le cout (en minimisation).
5. ¢j correspond a une intensité 1 de I’activité j.
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