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Chapitre 111

Plasticité et rupture

3.1 Introduction

Le mot « plasticité » signifie « mettre en forme ». Les matériaux qui sont « plastiques » au sens du
mécanicien se caractérisent par leur bonne ductilité, ¢’est a dire une aptitude a se déformer beaucoup avant
rupture, propriété qui permet leur mise en forme par déformation.

Selon des données expérimentales, beaucoup de matériaux montrent un comportement réversible aux
contraintes trés petites. Par contre, des déformations irrécouvrables et permanentes se produisent au-dela
d'une contrainte de seuil.

Ce genre de comportement, décrit au moyen de la théorie de plasticité, s'applique en particulier aux
sols, ou la nature irréversible des déformations est principalement le résultat des mouvements relatifs entre

les particules.
3.2 Comportement inélastique des matériaux

Pour identifier le comportement macroscopique d'un matériau, on commence par réaliser des essais uni-
axiaux sur éprouvette ; des essais ou I'on exerce des forces de traction ou de compression dans une direction.

Les réponses-types sont commentées ci-dessous et représentées sur la Figures 3.1 :

1- Pour un acier doux, on observe une réponse quasi-linéaire, puis la courbe s'infléchit voire redescend
légerement, se stabilise autour d'une valeur pratiquement constante avant de croitre a nouveau, de
passer par un maximum et de redescendre.

2- Pour un élastomere, la courbe contrainte-déformation est toujours fortement non linéaire, d'abord
concave puis convexe avec un changement de concavité vers quelques % de déformation. Le
module de Young tangent est beaucoup plus faible que pour un acier.

3- Pour une éprouvette en béton soumise a un essai de traction, on observe une réponse quasi-linéaire,

puis une décroissance rapide de la contrainte (phénomene appelé adoucissement).
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Figure 3.1- Réponses schématiques de différents matériaux dans un essai de traction uniaxiale

Les non-linéarités observées lors de certaines phases de la réponse sous chargement monotone s'avérent
étre dues a une irréversibilité du comportement, et on le constate en faisant des chargements non monotones
(cycle charge-décharge) comme le montre la figure 3.2 ; ’acier doux et le béton vont garder une certaine
déformation apres décharge, tandis que 1’élastométre aura une déformation nulle.

Si l'on revient a un chargement monotone et si on augmente la déformation, I'éprouvette finit par se
rompre. Ici encore les mécanismes de rupture observés sont treés variés et fortement dépendants du matériau

et de l'essai.
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Figure 3.2- Réponses schématiques de différents matériaux dans un cycle charge-décharge

3.3 Plasticité

Une hypothese fondamentale de plasticité est que la déformation totale peut étre décomposée en une
composante €lastique et une composante plastique.
La composante élastique de la déformation est calculée selon la relation constitutive élastique.
Pour identifier les déformations plastiques il est nécessaire d’introduire :
v" Un critére limite,
v Une régle d'écoulement plastique et

v Une régle d’écrouissage,
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qui permettent de spécifier quand les déformations plastiques se produisent, leur direction et leur grandeur.
3.3.1 Comportement élastoplastique

Un corps est dit avoir un comportement "élastoplastique™ quand au-dela d'un certain niveau de
chargement il présente des déformations réversibles (élastiques) mais aussi des déformations irréversibles
(plastiques) et que ces déformations et les contraintes obéissent a des lois bien précises.

Notons que la considération d'un corps élastoplastique se fait en excluant I'influence du paramétre
temps. On définit d'abord un critére de plasticité qui est une fonction des contraintes, éventuellement
écrouissable avec les déformations. Ce critere ne peut étre dépassé en aucun point.

Lorsqu'il est atteint, débutent les déformations irréversibles ou plastiques. Ces déformations sont, elles,

régies par une loi dite loi d'écoulement. Pour un comportement élasto-plastique, on écrit :

C o et P
dey; = ds; +rf&ﬁ (3.1

Oou
de sont les déformations totales
de® sont les déformations élastiques

deP sont les déformations plastiques.
3.3.2. Critere limite

Représentons sur un diagramme orthogonal les résultats d'un essai de traction ou de compression

simple d'un sol ; nous obtiendrons la courbe de la figure 3.3.
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Figure 3.3- Essai de compression (traction) simple du sol

Le long du chemin OA, le comportement est ¢lastique, c’est-a-dire quand on décharge on revenir a
O. le point A, point limite au-dela duquel on n’a plus le comportement élastique correspond a une contrainte
caractéristique dite « seuil » de plasticité initial ou « limite élastique ». Apres 1’avoir franchi, et si étant au

point B, par exemple, on décharge, le chemin de déchargement ne sera pas BAO mais BCD. La déformation
3
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qui reste OD=¢ est une déformation irréversible, dite plastique. On est donc entré dans le domaine
plastique. Si on recharge, le chemin sera DEF, F étant le prolongement du chemin OAB. Il rejoint alors le
chemin du premier chargement.

On peut assimiler en général la courbe BCDEF a la droite DGH et admettre que les déformations
sont réversibles le long de cette ligne. Le nouveau seuil de plasticité est alors le point H qui est plus élevé
que le précédent. Cette élévation du seuil de plasticité s'appelle écrouissage.

D'une fagon plus génerale et pour les cas tridimensionnels, le seuil de plasticité est remplacé par une

fonction f dite "fonction de charge™ ou « critére de plasticite » telle que :
Fle,R)=10 (3.2)

Avec ;
o : Tenseur des contraintes,
R : L’ensemble des paramétres « cachés » ou « d’écrouissage »
Cette fonction décrit dans I’espace des contraintes, une surface dite de charge ou d’écoulement, la position
de cette surface dépend de la valeur instantanée du paramétre d’écrouissage :
Si F < 0:c’est I’intérieur de la surface, on est dans le domaine élastique
F=0:on est dans le domaine plastique.
F>0 : c’est un état de contrainte physiquement impossible en élasto-plasticite.
Cette fonction décrit dans I'espace des contraintes-déformations une surface dite communément en
Mécanique des Sols "surface d'état limite" dont la projection dans le plan des contraintes est une courbe
dite "courbe d'état limite" (Fig.3.4).
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Figure 3.4- Le domaine d'élasticité (en vert) et la surface seuil de plasticité (en rouge) dans I'espace des
contraintes.

Le critere de plasticité F est une fonction du tenseur des contraintes (oij) et des paramétres

d'écrouissage (Kk), on écrit donc F (aij, K).
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Les critéres de plasticité sont considérés comme des seuils a partir desquels I'écoulement plastique
se développe. Certains critéres font appel & la courbe intrinseque du matériau (comme le critére de Tresca

par exemple) d'autres faisant appel a la notion de contrainte équivalente (comme le critére de Von Mises).
3.3.3. Ecrouissage

L’écrouissage est un phénomene qui se traduit lors d’un comportement ¢lastoplastique d’un
matériau. Pour le comprendre, observons la courbe de traction (contrainte-déformation) d'un acier

illustré dans la Figure 3.5 :

=

Figure 3.5- Courbe contrainte-déformation sous traction
On observe classiquement sur la courbe une zone élastique (élasticité linéaire), une zone pendant
laquelle la contrainte croit avec la déformation (écrouissage du matériau) et une zone d'instabilité

plastique qui se traduit par une striction de I'éprouvette.

De maniére a définir un critére de plasticité du matériau utilisable dans un code, on fait I'hypothese
tout d'abord que la partie élastique des déformations est négligeable. De plus, nous ne ferons pas
intervenir I'écrouissage. La courbe de traction d'un matériau modélisé de cette maniére serait la suivante
(Fig.3.6) :

Y A
Pas d'écrouissage ,
P — —
OY:." ': \\\_ e
Ve, ¢
Elasticité négligée o

Figure 3.6- Comportement parfaitement plastique
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Notons ici que le paramétre d'écrouissage le plus utilisé pour les sols est la déformation volumique
plastiquée. Divers modéles ont été proposés pour le phénomene d’écrouissage, nous citons ici les deux

tendances principales :

- Celle de la théorie de 1'écrouissage isotrope qui admet que dans le domaine élastique intérieur au
critere de plasticité se transforme par homothétie de centre 0 pendant 1'écrouissage,
- Etcelle de lathéorie de 1'écrouissage cinématique qui propose que le domaine élastique se translate
dans l'espace des contraintes.
Si la surface limite augmente uniformément, le processus est appelé écrouissage isotrope ; Si la surface
translate simplement sans modifier sa forme et taille, alors le processus est appelé écrouissage cinématique
(Fig.3.7).

27 g1
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Figure 3.7- Ecrouissage isotrope et cinématique

- L ’écrouissage isotrope, induit par la déformation plastique, est associé a une augmentation isotrope de la
résistance a I’écoulement. Caractérisé par son rayon R(ep) le domaine d’¢lasticité s’étend en fonction de la

déformation plastique (peu de matériaux ont un comportement de ce type) (Fig.3.8).
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Figure 3.8- Ecrouissage isotrope idéal

L ’écrouissage cinématique (X) induit par la déformation plastique est associé a un déplacement du
centre du domaine d ’¢lasticité. Il est par nature anisotrope et associé¢ a un tenseur d ’ordre deux..
* Dans le cas représenté dans la figure 3.9, la taille du domaine d ’élasticité reste constante au cours de la

déformation. L ’écrouissage cinématique peut présenter un caractere linéaire ou non linéaire. La plupart des

matériaux présente cette composante d’écrouissage.
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Figure 3.9- Ecrouissage cinématique
En conclusion, se rapportant a la figure 3.10, ou les deux cas de I’écrouissage positif et négatif sont montrés

afin de calculer des contraintes que nous devons indiquer l'alternative, chargement ou déchargement :

doc=—=06¢ si 6¢=>0 3.3)

A

60 =—0¢ si 6¢<0 3.4

k
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Ecrouissage positif Ecrouissage négatif

Figure 3.10- Ecrouissage positif et négatif
3.3.4. Reégle d’écoulement plastique

De maniere générale, I’évolution de la surface de charge est mathématiquement caractérisée par des

relations entre les contraintes et les déformations plastiques. Ces relations définissent la régle d’écoulement

P
du matériau qui exprime I’incrément des déformations plastiques de  en fonction de ¢_et do_et de I'état
ij

ij ij
d'écrouissage représenté par k.
La regle d’écoulement plastique, qui définit, dans le cas des sollicitations multiaxiales, la fagon dont évolue
la déformation plastique, qui peut étre exprimée par un potentiel plastique G,

5
- (3.5)

dgg’ =dA

Avec ; dA un scalaire,
La regle d’écoulement est dite associée si la déformation plastique suit la normale de la courbe d’état limite

ou la surface de charge.
3.4 Critéres d’épuisement

Le critére d’épuisement détermine le niveau de charge auquel la déformation plastique commence,
il peut étre formulé en fonction de 1’état de contraintes et d’autres parametres k liés aux propriétés

d’écrouissage du matériau.
F(.k)=0 (3.6)

Pour les matériaux isotropes, la fonction de charge dépend des trois contraintes principales c1, 62 et 63 :

F(o,.0,.0,.k)=0 (3.7)
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Pour les métaux, I’expérience a montré que la limite élastique est indépendante de la pression hydrostatique
c’est a dire de I’invariant I;. On peut donc exprimer la fonction de charge en fonction des invariants J et J3

du déviateur :
F(J,.J,.k)=0 (3.8)
Pour certains matériaux, les sols et les bétons, 1I’expérience a montré que des variations de volume

apparaissent pendant 1’écoulement plastique (critere de Mohr-Coulomb et Druker-Parger ) le critére peut

¢galement se formuler en fonction des trois invariants de contraintes I, J> et J3 :

F(I,.J,.J5.k)=0 (3.9)
%+ Rappel de MMC :
Invariants de ¢ :
I, = ﬁ“(g} =ar+ T+ Trir
1 . .y 1. .
I, = §tr*[g: ag)= ﬁtr*i\gz) = 5(\0? + U?; + cr?”}
]_ J_ ;3 J_ F 3 3 3
I; = gtr*[g: g:g)= Etrt\g ) = gtxcrf +orr + )

Tenseur déviateur des contraintes :

On décompose ¢ en une partie sphérique et une partie déviatoire :

. . . triz) e
— partie sphérique ou contrainte moyenne : o, = —= = [, /3

3 =
— partie déviatorique : s =g — o, 1
On a ainsi :

g = s+ 0,1
tr(s) = 0
Invariantsde S :
Jy = tr(s)=0
Jy = %t-r[g ga=fz—féz
Jy = —t-r(£3]=13—2% g_li’

3.5 Criteres de plasticité

On appelle critére de plasticité, une loi définit explicitement la forme de la surface de plasticité. Les
critéres de plasticité ont été initialement développés pour les métaux et ont ensuite été utilisés pour les sols,

notamment en tant que critéres de rupture.
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3.5.1. Critere de Mohr-Coulomb

Le critere de rupture de Mohr- Coulomb (Fig.3.11) est connu comme le critére le plus utilisé dans
la pratique de I’ingénierie pour décrire de maniére approchée le comportement des sols pulvérulents (sable

et gravier) et le comportement drainé, a long terme des sols fins saturés (limon et argile).

bo-a, 4y AT
f arcm[fjﬂ] F(ey)
2Ccos @—-(0) +&, )sin @ s ¢ tg@
E

lE-l - lE.l__ CI{ G-Il GJ__
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Figure 3.11- Loi de comportement élastique, parfaitement plastique de Mohr-Coulomb
Le critere de rupture de Mohr-Coulomb présenté dans le plan (contrainte normale o'-contrainte de
cisaillement 1) est défini comme suit :
T=0"tgQ + ¢’ (3.10)
Avec ;
0'1;(}"3 - 0-112043 cos(—28): f:@sin(%ﬁ)

c'1, 6'3: contraintes effectives principales majeure et mineure,

0 : angle repérant la facette par rapport a la facette de la contrainte principale majeure o1

¢' : angle de frottement,

¢’: cohésion.
Le comportement élastique linéaire parfaitement plastique avec le critére de rupture de Mohr-Coulomb est
finalement caractérisé par une élasticité linéaire (E, v) et un seuil de plasticité, défini par la cohésion ¢’,
I’angle de frottement interne ¢', et I’angle de dilatance y, en plus de I'état initial. 1l faut pour cela faire au
moins deux essais triaxiaux a des pressions de confinement différentes pour déterminer les parameétres du
modéle.

La surface de charge F (oij) du critére de Mohr-Coulomb s’exprime de fagon suivante :

F(o'y)= (U'1 -0, )— ((‘}"1 +07, Jsin@'—2¢'.cos@'=0 (3.11)

10
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Dans I’espace des contraintes principales, 1’équation (3.10) représente un cone dont la section normale a

chaque point est un exagone irrégulier (Fig.3.14).

T fic) o
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Figure 3.14- Représentation graphique du critére de Mohr-Coulomb

Lorsque I’angle de frottement ¢ =0, le critére est appelé critere de Tresca.

3.5.2. Critere de Tresca

Tresca [1864]. apres des essais sur le Plomb. conclut que la plastification arrive quand la

contrainte tangentielle maximale atteinte une certaine limite. On peut écrire donc :
_ 3 J-
F—GI—GS-;A (3.12)
ou: G,=0G, =0,

Si les contraintes principales sont 6,.G, et G,. ou G, 2G, >2G,, alors la plastification
commence quand :

G,-6,=Y(k) (3.13)

ou: Y :unparametre matériel déterminé expérimentalement.

k : parametre d’écrouissage.

Le seuil de la valeur de Y est habituellement la contrainte qui est déterminé de 1’essai de traction simple
(unidimensionnel).

Pour la condition de plastification, on a :

Sup |o; —oj| < op.

o (3.14)
L0

Ou;

11
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ma{cljzw ;Gs|.|°3jlq— oo 2, (3.15)

G, : Estla contrainte d"épuisement initiale en traction simple.

Dans l'espace de contraintes principales 61, 62, 63, la surface définie par la fonction de charge est un prisme

parallele a I'axe (1,1,1) a base hexagonale réguliére (Fig.3.11).
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Représentation du critére de Tresca dans [’espace
01, 02, 03
Figure 3.11- Représentation graphique du critére de Tresca

Section du prisme par le plan 7t : o1+02+03=0

Exemple :

Pour un champ de la forme (Fig.3.12), les contraintes principales sont :

o—Vo2+412 o+Vo2+412

g1 = > ,0-2:0,0-3: >

zone utile

Rayon interne R

Cpaisseur ¢

L
-

.

1

I

I

1

I
L

:

i
A

1

=

Traction-torsion Traction biaxiale
Figure 3.12- essais biaxiaux
Le critere de Tresca, qui est un cas particulier du critere de Mohr-Coulomb, est utilise pour les sols

cohérents a court terme.

12
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3.5.3. Critere de Von-Mises

Université Djilali Bounaama Khemis Meliana

Selon le critere de plasticité de von Mises, la déformation d'un matériau commence lorsque le second

invariant de contrainte déviatorique Jz atteint une valeur critique. C’est pourquoi cette théorie est parfois

appelée Théorie de la plasticité J2 ou du flux J2 :

F=J-k=0
La plasticité se produit quand :
3J, z0,
Ou;
| Ir, 2 -1 -

Jy =5, 5,= :I».s; +5, +5; |+,

Avec ;
Si = Oy — %G H:G;_,-

Ou bien;

F _é[(cr _G_\‘ )3 +‘,G'. —G: )3 -(G: —Gr ’?-\+(.T; +T:‘: +T.:*r )_k) = 0

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

C’est I’équation d’un cylindre a base circulaire axé sur la trisectrice de repere (o1, 62, 63), sa section par le

plan 7 (61 + 62 + 63) est un cercle dont le rayon est kv2 (Fig.3.13).

Le paramétre k représente la résistance maximale du matériau au cisaillement simple (roches) ou a la

traction simple (métaux).

A,

07

Représentation du critére de Von-Mises dans [’espace
01, 02, 03

Figure 3.13- Représentation graphique du critére de Von-Mises

13
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L'élasticité associée est I'élasticité linéaire isotrope de Hooke. La loi de comportement de Von Misés

comporte donc 3 parametres : E, v, k.

Ce critére a eté formulé pour étudier le comportement des métaux et il n'est pas bien adapté a la

représentation du comportement des sols.

4+ Application

Un tube circulaire est soumis a une pression
interne p et a un couple de torsion C. aucun effort
n’étant exercé selon I"axe Oz du tube. Compte tenu
du fait que son épaisseur e est pefife devant le rayon
R (e<<<R). on admettra (sans le démontrer) que 1’ état
de contrainte en tout point de 1'épaisseur du tube
s'écrit en composantes dans le repére cylindrique
local (voir figure) :

(¢,=0 0 0
gpr_&_ = 0 539 JS'E
0 o, 0 (1)
o) R t O <
avec 0, = p— et 0, = -
” ¥ 27R%
Le matériau obéissant a un critére de plasticité de von Mises défini par :
fl@=(1/2s:5) ~k<0 2)

gcrire ce critére en fonction des composantes o, et &, et en déduire le domaine d élasticité
du tube dans le plan des parameétres de chargement (p. C) que 1’on exprimera sous la forme :

{ﬁl +|r£\]_—150
\ Po ) .\C s

1]

ou I'on calculera p, et C; en fonction de k. R et e. Représenter ce domaine dans le plan (p. C).

14
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4 Solution

Le déviateur de I'état de contrainte (1) s’écrit :

0 0 0 c, 0 0) (-0,/3 0 0
s=g-1/3(tg)l=|0 o, o, | -130 o, 0|= 0 26,/3 o,
0 o, 0 0 0 o, 0 c,. —0./3
dou:
112 5:5=1/2[ 207, +60%, /9| =07, +02,/3
et donc :

fl@)=(c2+6/3) k=<0

Remplacant les contraintes par leurs expressions en fonction des parameétres de chargement

du tube. il vient alors :
1, 2

] o
27R’e 3\ e |,

soit encore :

-

[ﬁ] +[£] -1<0 avecpozkslge/R et C'0=2ﬂ’kR22
b, , G

Le domaine d’élasticité correspondant est représenté sur la figure ci-dessous. Il s’agit d'un
domaine elliptique de demi-axes pg et Cy. Il convient de noter que si le critére (2) est un critére
de plasticité parfaite (sans écrouissage). la frontiére de ce domaine est également le lieu des
chargements limites.

a

2

TkR e

3¢/ R
. p

Dr. Y.Kellouche
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