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 البرامج الثنائية)المرافقة النظيرة(:
لكل مشكلة برمجة خطية ىناك مشكلة أخرى مرتبطة بها، نسمي  حدم ى ىماتلم كلشمكلالم بالشمكلة ك أليمة أأ ك وملية، أك خمرى 

أياضمميا كخمما  كم كلنيممخاب كل،ابممل  لمم   نسمميي ا كلانمماو  أأ كل،ابممل، ألالمملم كلامما كلشممكلالم خممخكا مرتبطممة ممم  خممخكا ك خممرى،

 فخكو    ي ة من ا:

اطلمممح حدممم ى كلشممماكل ح مممرك كت دمممل مطخلمممة أفممم  كلطري،مممة كلبسمممطة  تخممم خلة أخمممر ة كلاخومممل حث ك,مممل ك مامممل   ديممم   ممم   .1

خم ل  نم  للنيخاب كل،ابل  أ ل  كلعكس ما الملم   ف،م  تا مل دمل كلشمكلة بمالنيخاب كل،ابمل بال معخبة    ليمو يكمخن دل ما أ

 تحخيل ا حث كلنيخاب ك ول 

 تسا   كلإدكرة  ل  معرفة  يية كلب كول ك خرى لل،ركر. .2

 ت،ليص كلج   ك,سابي  ن  كداخك  نمخاب كلبرمجة ك ألي  ل    د كبير ما كل،يخد. .3

 وحيح.يمكا ك, خل  ل  ك,ل ك مال للنيخاب كلاناو  مباشرة ما   أل ك,ل ك مال للنيخاب ك ألي أكلعكس  .4

للا لص ما كلإشارة كلسالبة في كلجانح ك يما )حن أ  ت( أىخ ما أىم ما يمكا ك, خل  ليو في دالة كلاحخيل حث كلنيخاب  .5

 كلاناو . 

به ف كلاعرف  ل  أبعاد كلشكلة كلاناوية، فإاك كان كلبرنامج ك ألي يعظم كلربح، فبإمكاننا كلاعرف  ل  كلبرنامج كلاناو  أيكخن  .6
 خفيمميك تكمماليل نيممس كلشممكلة. كيمما يعطمم  كلكاممير ممما ك,،مماو  كع ا ممادية كلمما تسمما    لمم  تي ممم أبعمماد كلشممكلة، ي مم ف حث

 أخعار كلظل.أخاوة فييا ياعل  ب
 خطوات تحويل البرنامج الأولي إلى البرنامج الثنائي:

 أى  كيا يل : ،ابل أأ كلعكسكلألي حث ك نيخاب كل ن   يلية تحخيل  ىناك خطخكت يجح حتبا  ا 
نعكس ويغة دكلة كله ف، فإاك كانت في كلبرنمامج ك ألي تعظميم فإننما نعكسم ا ت ن مة في كلبرنمامج كلانماو   -

 أكلعكس. 

 نجعل ا معاملات دكلة كله ف في كلبرنامج كلاناو . كلطرف ك يما ل،يخد كلبرنامج ك ألي -

 ل،يخد كلبرنامج كلاناو .معاملات دكلة ى ف كلبرنامج ك ألي نجعل ا كلطرف ك يما  -

تحخيممل م مميخفة كلعمماملات للياغمميركت في  يممخد كلبرنممامج ك ألي، فيمم  ت ممبح كل مميخف أ يمم ة أكلعيمم ة  -
 ويخف) معاملات كل ماغير في  يخد كلبرنامج ك ألي ت بح  يخدك في كلبرنامج كلاناو (.
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 حضافة شرط   م كلسلبية  ل  ماغيركت كلبرنامج كلاناو . -

كت في كلبرنممامج ك ألي يسمماأد  مم د كلاغمميركت في كلبرنممامج كلانمماولم أ مم د كل،يممخد في كلبرنممامج  مم د كلاغممير  -
 ك ول  يساأد   د كلاغيركت في كلبرنامج كلاناو .

 ثنائية البرامج القانونية:
 فإن كان كلبرنامج ك ول  مكاخب في شكلو كل،انخني كيا يل :

      ∑     

 

   
 

 
 

 
 كلشكل كل،انخني دكلة كله ف تعاكس كل،يخد دكويا.

      ∑     

 

   
 

 
 

 
 

 مثال:
              

 
 
 
 
 

 الشكل القانوني )الأصلي(: 

∑𝑎𝑗 𝑥𝑗 ≥ 𝑏𝑖

𝑛

𝑗 1

 

𝑥𝑗 ≥ 0,   𝑗  1…… . 𝑛 
                𝑖  1…… .𝑚 

S/C 

∑𝑎𝑗 𝑦𝑖 ≤ 𝑐𝑗

𝑚

𝑖 1

 

𝑦𝑖 ≥ 0,   𝑗  1…… . 𝑛 
                𝑖  1…… .𝑚 

S/C 

3𝑥1  𝑥2 ≥ 4 
2𝑥1  𝑥2 ≤ 3 
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0 

 
S/C 
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 البرنامج الثنائي:
               

 
 
 

 مثال: 
 الأصليالبرنامج 

        5   2    3 
 
 
 

 البرنامج الثنائي:
       20   30   40 3 

 
 
 

 المختلطة:ثنائية البرامج 
 في ىذه ك,الة ناب  كلخطخكت كلاالية:

 (. حاك كان كل،ي  في كلبرنامج ك ألي مساأكة )=( فإن كلاغيرة كلركف،ة لو تكخن درة )  .1
( فإن كل،ي  كل،ابل لو في كلبرنامج كلاناو  يكخن  حاك كان أد  كلاغيركت في كلبرنامج ك ألي در )  .2

 مساأكة )=(.

 3𝑥1  𝑥2 ≤  4 
2𝑥1  𝑥2 ≤ 3 
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0 

 
S/C 

 3𝑦1  2𝑦2 ≥ 2 
𝑦1  𝑦2 ≥ 3 
𝑦1, 𝑦2 ≥ 0 

 
S/C 

2𝑥1  3𝑥2  𝑥3 ≥ 20 
6𝑥1  8𝑥2  5𝑥3 ≥ 30 
7𝑥1  𝑥2  3𝑥3 ≥ 40 

𝑥1, 𝑥2,𝑥3 ≥ 0 
 

S/C 

2𝑦1  6𝑦2  7𝑦3 ≤ 5 

3𝑦1  8𝑦2  𝑦3 ≤ 2 

𝑦1  5𝑦2  3𝑦3 ≤ 1 

𝑦1, 𝑦2,𝑦3 ≥ 0 

 

S/C 
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( أكبر أأ يساأد أأ م  MAXنظام  م  دكلة كله ف أد نج   ي  م  )حاك كان كل،ي  غير  .3
(MIN أ ل أأ تساأد فإنو يام تحخيلو حث كل يغة كل،انخنية بضرب طرفي كلترك حة في )( ×1-.) 

 أيمكا تل يص خطخكت كلاحخيل ما كلبرنامج ك ول  حث كلبرنامج كلاناو  أأ كلعكس:
 كااباو في كلشكل كل،انخني نساعلم في ىذه ك,الة بالج أل كلاالي:حاك كان كلشكل ك ول  مخالط أي عح  

 
Min Dual (primal) Max primal (Dual) 

 (biكلطرف كلااني كل،يخد ) معاملات دكلة كله ف 

 (Cjمعاملات دكلة كله ف )   كلطرف كلااني في كل،يخد

 عدد القيود= = عدد المتغيرات

≥كلاغيرة       ≥كل،ي            

≤كلاغيرة       ≤كل،ي            

      كل،ي           ϑϑكلاغيرة 

 عدد المتغيرات = =عدد القيود

≥كلاغيرة      ≥كل،ي             

≤كلاغيرة      ≤كل،ي             

         ϑϑكلاغيرة       كل،ي  

 أمثمة:

 

 
𝑀𝐼𝑁  𝑍  2𝑥1  𝑥2  3𝑥3                         𝑀𝐴𝑋  𝑊  2𝑦1  6𝑦2  4𝑦3 

 
 
 

 
 

 

𝑥1  𝑥2  𝑥3 ≥ 2 
2𝑥1  𝑥2 ≤ 6 
 𝑥2  3𝑥3  4 

𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≤ 0, 𝑥3 𝜗 

𝑦1  2𝑦2 ≤ 2 
𝑦1  𝑦2  1𝑦3 ≥ 1 
𝑦1  3𝑦3  3 

𝑦1 ≥ 0 , 𝑦2 ≤ 0, 𝑦3 𝜗𝜗 
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إذا كان لمبرنامج الأولي حل الأمثل خصائص البرنامج الثنائي: ثنائية البرنامج الثنائي هي البرنامج الأولي 
 لا نهائي فإن ثنائية تكون متناقصة لا يمكن حمها.

 

 

 

 

 

 

 

 

      4 1  3 2                                   2 1  3 2  5 3   2 4  3 5  
 

 

 

 

 البرنامج الثنائي(  –المقارنة بين الحلول المثلى )البرنامج أولى 

كلترتيح كل،يم كل،ابلة لاغيركت كليجخة أكلا تظ ر في كلسطر ك خير تساأد كل،يم كلرويسية  ل  أ و  -
 للبرنامج كلاناو  لكا بال،يية كلطل،ة.

 يم ماغيركت كليجخة في كلبرنامج كلاناو  كلا تظ ر في كلسطر ك خير تساأد  ل  أ و كلترتيح  يم  -
 كلاغيركت كلرويسية في كلبرنامج ك ألي.

أل ك,ل كلال  يم  يخد كلاخكبت في كلبرنامج ك ألي تساأد كل،يم كل،ابلة في خطر دكلة كله ف في    -
 للبرنامج كلاناو ، أكلعكس لكا بال،يية كلطل،ة.

 حاك كان للبرنامج ك ألي دل أمال فإن  يية دكلة كله ف في كلبرنامجلم ماساأية. -

𝑀𝐴𝑋  𝑍  5𝑥1  10𝑥2  7𝑥3                         𝑀𝐼𝑁  𝑊  3𝑦1  2𝑦2 
 
 
 
 

𝑥1  2𝑥2  𝑥3 ≤ 3 
2𝑥1  𝑥2  𝑥3  2 
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0 

𝑦1  2𝑦2 ≥ 5 
2𝑦1  𝑦2 ≥ 10 
𝑦1  𝑦2 ≥ 7 
𝑦1 ≥ 0 , 𝑦2𝜗𝜗 

𝑀𝐼𝑁  𝑍  𝟐𝒙𝟏  𝒙𝟐  𝟑𝒙𝟑                                               𝑀𝐴𝑋  𝑊  2𝑦1  6𝑦2  4𝑦3 

 
 

 
 

                   𝑥1  𝑥2  𝑥3 ≥ 2 
                  2𝑥1  𝑥2 ≤ 6 
                   𝑥2  3𝑥3  4 

𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≤ 0, 𝑥3 𝜗𝜗 

               𝑦1  2𝑦2 ≤ 2 

               𝑦1  𝑦2  𝑦3 ≥ 1 
               𝑦1  3𝑦3  3 

       𝑦1 ≥ 0 , 𝑦2 ≤ 0, 𝑦3𝜗𝜗 

𝑦1  2𝑦2 ≤ 2 
𝑦1  2𝑦2 ≤ 3 
2𝑦1  2𝑦2 ≤ 5 
𝑦1  𝑦2 ≤ 2 
3𝑦1  𝑦2 ≤ 3 
𝑦1 ≥ 0, 𝑦2 ≥ 0 

𝑥1  𝑥2  2𝑥3  𝑥4  3𝑥5 ≥ 4 

2𝑥1  2𝑥2  2𝑥3  𝑥4  𝑥5 ≥ 3 

      𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 , 𝑥5 ≥ 0 
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 ثناوية كلبرنامج كلاناو  ى  كلبرنامج ك ألي. -
 حاك كان دل كلبرنامج ك ألي ع نهاو  فإن ثناوياو تكخن مانا ضة ع يمكا دل ا. -
ك كان كلبرنامج ك ألي يعبر  ا تح ي  كلكيية كلخك ح حناا  ا     تعظيم كلربح فالشكل كلنظير حا -

)كلركف ( يمال  يية أأ خعر كلخد ة كلخكد ة ما كل مخرد     كلا،ليل ما كلاكلية كلكلية أما ىنا  ا ت 
 تسيية أخعار كلظل كلا تطل   ل  ك شكال كلركف،ة:

 

1 3                                                            :مثال  10 2 

 :البرنامج الأولي

 

 

 جدول الحل الأمثل للبرنامج الأولي:

Bi  2  1  2  1  

56/37 1/37 -7/37 0 1  1 

90/37 
-

35/259 
-2/37 1 0  2 

1068/37 -47/37 -41/37 0 0 Zj-cj 

 

 البرنامج الثنائي:
        10 1  14 2 

 

 

 

5𝑥1  𝑥2 ≥ 10 

 2𝑥1  7𝑥2 ≥ 14 

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0 

SLC 

                  5𝑦1  2𝑦2 ≤ 3 

𝑦1  7        𝑦2 ≤ 10 

                    𝑦1, 𝑦2 ≥ 0 
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 جدول الحل الأمثل للبرنامج الثنائي:استنتاج 

Bi  5
   3

   2  1  

41/37 2/37 7/37 0 1  1 

47/37 35/259 1/37 1 0  2 

+1068/37 90/37 +56/37 0 0 Z 

 خطوات استنتاج جدول الحل الأمثل للبرنامج الثنائي من جدول الحل الأمثل للبرنامج الأولي: 

 (.-( في كلبرنامج كلاناو  م  حضافة )Zللبرنامج ك أث               خطر) Bi يخد 

 في كلبرنامج كلاناو  دأن حضافة أد حشارة.  Biللبرنامج ك أث               يخد  Zخطر 

 خطر كل،ي  للبرنامج ك أث             يخد م   لح كلإشارة.

Z .تب،  نيس ا في كلا كلج أللم 

 مثال:

       2 1  9 2   3 
 

 

 

 جدول الحل الأمثل للبرنامج الأولي:

Bi  3  2  1  3  2  1  

5/3 -1/6 0 7/12 35/12 0 1  1 

16/3 1/6 1 -7/12 1/12 0 0  2 

2𝑥1  2𝑥2  7𝑥3 ≤ 10 

𝑥1  3𝑥3 ≤ 7 

𝑥1  7𝑥2  7𝑥3 ≤ 25 

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0 

S/C 
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10/3 1/6 0 -1/12 7/12 1 0  2 

100/3 7/6 0 5/12 121/12 0 0 Z 

 10                               :      البرنامج الثنائي
1
 7 

2
 25 

3
 

 

 

 

 الأمثل للبرنامج الثنائي:جدول الحل 

Bi  3  2  1  3  2  1  

5/12 0 1/12 -7/12 0 7/12 1  1 

121/12 1 -7/12 -35/12 0 -1/12 0  3 

7/6 1 -1/6 1/6 1 -1/6 0  3 

100/3 0 -10/3 -5/3 0 -16/3 0 Z 

 
 تمارين:

                                                               البرنامج المرافق للبرامج التاليةأكتب أمثلة إضافية:
         1   2 

         3 1  2 2

                                  
 

                            

                          8 1  9 2 
 

 

 
 
 
 
 

        7 1  3 2 
 

2𝑦1  𝑦2  𝑦3 ≥ 2 

              2𝑦1  7𝑦3 ≥ 9 

  7𝑦1  3𝑦2  7𝑥3 ≥ 1 

𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 ≥ 0 

𝑥1  2𝑥2 ≤ 100 

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0 

2𝑥1  𝑥2 ≤ 9 

𝑥1  𝑥2 ≥ 6 

𝑥1 ≤ 5 

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0 

 𝑥1  𝑥2 ≤ 1 
𝑥1  2𝑥2 ≤ 1 
𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0 

 

3𝑥1  6𝑥2 ≤ 18 
7𝑥1  4𝑥2 ≤ 28 
8𝑥1  9𝑥2 ≤ 36 
𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0 
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        3 1  4 2                                                                                            
       

         1  2 2 
 

  
 

  
            6 1  5 2                                                    1   2                 
              

 

  
        10 1  30 2                                                         2 1  3 2 

 

 

𝑥1  𝑥2 ≤ 20 
2𝑥1  𝑥2 ≤ 30 

𝑥1 ≤ 25 
𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0 

 

5𝑥1  4𝑥2 ≤ 200 
3𝑥1  5𝑥2 ≤ 150 
5𝑥1  4𝑥2 ≥ 100 
8𝑥1  4𝑥2 ≥ 80 
𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0 

 

¾𝑥1  𝑥2 ≥ 3 
𝑥1  𝑥2 ≤ 1 
𝑥1 ≤ 1 

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0 

 

3𝑥1  2𝑥2 ≥ 6 
6𝑥1  𝑥2 ≥ 6 

𝑥2 ≥ 2 
𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0 

 

2𝑥1  𝑥2 ≥ 5 
3𝑥1  4𝑥2 ≥ 9 

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0 

 

 2𝑥1  3𝑥2  3 
4𝑥1  5𝑥2 ≥ 10 
𝑥1  2𝑥2 ≤ 5 
𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0 

 


