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CORRECTION DES EXERCICES DE REVISION SUR L'INTEGRATION ET LES INTEGRALES
GENERALISEES

Notations et définitions
— 14 indique que 14(z) = 1si 2 € A et 0 sinon avec A un sous-ensemble de R.
— Soit f une fonction localement intégrable sur un intervalle [a,b[. On note F'(x) =
JT f(t)dt. On dit que [’ f(x)dz existe si lir%F(x) existe et on a [’ f(z)dz =
T—r
lin}) F(z) — F(a).
z—

Intégration : intégration par parties et changement de
variables

Exercice 1. Intégrations par partie

Calculer a laide d’intégrations par partie les intégrales classiques suivantes, en ayant
auparavant justifié que la fonction f sous l'intégrale est bien intégrable sur l’intervalle
concerné.

1. Pour I; on intégre e~* et on dérive x

1
L, = /xe’”d:c
0

0

2. On intégre 22 et on dérive In(z)

2
I, = /a:21n(1:)da:
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3. Pour I, on intégre cos(3x) et on dérive z

1
I3y = /xcos(Sx)dx
0

3 3

_ sin(3) l—cos(Sx)]l

3 o |,
_sin(3)  cos(3) 1
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4. Pour I, on intégre ﬁ et on dérive In(z)

2 In(z)
I = /1 e
= [Qﬁln(x)ﬁ — /12 Q\x/idx
= 2m(2)V2 - [4va]
= 2In(2)vV2 —4V2 +4

5. Pour I5 on intégre 1 et on dérive arctan(z)

1
Iy = /arctan(x)dx
0

1 vz
= - d
[z arctan(z)], /0 T 2%
_ o )]
4 2 0
7 In(2)
-1
6. Pour I on intégre 1 et on dérive In(1 + 2?)
1
Iy = /ln(l—i-xQ)dx
0
B L L 2z
= [mln(1+x )}0—/0 xmdx

1222 +2—2

= 1n(2)—/0 ———dzr

14 22

= 1n(2)—/012— ’

1+ 22
= In(2) — 2 + 2 [arctan(z)];

- 1n(2)—2+2%:ln(2)—2+g

dz

Exercice 2. Deux intégrations par parties

1
A laide d’au moins deuz intégrations par parties calculer/ e cos(x)dx
0




On écrit, en intégrant e” et en dérivant cos(x), puis de nouveau en intégrant e” et en
dérivant sin

[ e costyir = [ cos(a)ly — [ e (~sin(a))da
= ecos(l) -1+ /01 e sin(z)dx

= ecos(1) — 1+ [e"sin(x)]) — /01 e cos(x)dx

/01 e’ cos(x)dr = ecos(l) —1+esin(l) — /0 e” cos(x)dx @

On reconnait qu’a droite et a gauche dans l'inégalité on a [y e®cos(x)dr. On a
done, en passant a gauche de — [ €® cos(x)dw
1 1
/ e cos(x)dx +/ e” cos(x)dr = ecos(l) — 1+ esin(1)
0 0

1
2/ e” cos(x)dr = ecos(l) — 1+ esin(1)
0
1

ecos(l) — 1+ esin(1)

/Oe cos(x)dx = 5

Exercice 3. Changement de variables

A laide d’un changement de variables calculer les intégrales suivantes

1 m 1
I :/ 2V1+a3de L, = / ﬂdm
0 0

1 + cos?(x)
1 2 In(2)
I; = / dx 1, = ver — ldx
0 e*+1 0
1. On pose pour I;
t= a3
dt = 32°dw

Quandz =0 , t=0
Quandz =1 , t=1

ce qui donne

I =

J
=

1
1

V1
dt

22V1 + 23dx
+1
3

],

3
2

= 5(23/2 —-1)




2. On pose pour I,

t = cos(x)
dt = —sin(z)dx
Quand x =0 , t=1
Quand x =7 , t—1

ce qui donne

L — /7r sin(x) s
0o 1+ cos?(x)

_ / ot
1 1+1¢2

11 .
= t
/_11+t2

1
= Jarctan(t)]”,
_ rT_rT_T

4 4 2

3. On pose donc t = €*, ce qui donne pour I3

t=¢e"
dt = e*dx donc dx = e~ *dt, c’est a dire do = %
Quand x =0 , t=1
Quand z =1 , t=ce

ce qui donne

1 2z 1 ,T,T
0o e*+1 0 e?+1
e
_ /—dt
1 1+t
et+1—-1
_ /+dt
1 1+1¢
e 1
- /1——dt
1 1+¢
= [zf—ln(let)]fl3
= e—1—In(1+¢€)+1n(2)

4. On pose donc pour Iy

t=+er -1 donc t? = e® — 1 et donc e* =2 + 1

dt = 2\/;7_1613: donc dz = 27VEZEE_1(1l75, c’est a dire dx = t22—|t—1dt
Quand x =0 , t=0

Quand z = In(2) , t=1

ce qui donne




In(2)

I, = ver — ldx

0
1 2t

- /t dt
o 1+ ¢2
122

_ /7dt
0o 14 ¢2

192¢2 492 -9
_ /+ dt
0 1+¢2

1 2
= [
0 1+1¢2
= [2t — 2arctan(t)],
_ o,
2

Exercice 4.

a gl
A laide du changement de variable y = * calculer/ L(:lc)alx
T % (1 + ZE2)2
On pose
1 1
Y= — donc z =
dy = ;—?dw donc do = —22dy, c’est a dire dv = ;—;dy
Quand x = a , Y= %
Quand z = 1 . y=a
Cela donne
a gln(x) o (l -1
=t = Ly e
= Xz a
: e+ (G v
1 1
[ In (3) a
L1+ 52)%
@ —In(y)
= d
(11 3 ]__f_y%)Q Y
@ y(y)
= d
s a
/“ yIn(y) dy
EP )
_ _/“yhl@)dy__/“m@dx
DO T T Wy
On reconnait a droite de 1’égalité —I'! Donc on a I = —1I ce qui veut dire 2/ = 0 et donc
I /a zIn(x) dr— 0
= —aQr = .
(1 +22)?




Intégrales généralisées

Exercice 5.

Déterminer la nature des intégrales suivantes et lorsqu’elles convergent les calculer

I n(2)d I Ly I T g
1_/0 n(z)de 2_/0 Tz 3_/0(1—x)2x

I —/atan(l’)dw I —/lexdx I, —/1xdx
o oz o (1+ 2)2V/?

too too g +oo arctan(x)
1 :/ *d I :/ —d I :/ —=d
=k " *T o (1+x)? v T A 1+22 °

+oo In(z) too ] +oo 1
IlO = / dx 111 = / ——dx 112 = / —dx
1 x 1 In(z) 0 Ja(z+1)
o] +oo
I :/ e Tdx 1 :/ ze “dx
oo 0

1. I; est un grand classique! Le In est continu sur ]0,1], donc localement intégrable
sur cet intervalle. On a un probléme de convergence en 0.

On calcule une primitive de In a ’aide d’une intégration par partie pour 1 > x > 0.
Ce qui donne

/Hmwﬁ :[umwg_/%;ﬁ
= —zln(x) — 11alt

T

= —zn(z) — (1 —x)
Quand = — 0 on a xIn(x) — 0 car la puissance 'emporte sur le In. D’autre part
1
1 —x — 1. Donc lir% In(t)dt existe et donc vaut I, = —1
z—0 Jp

2. La fonction ¢t — \/% est continue sur [0,1]. On a donc cette fois un probleme en

1. On calcule directement une primitive de \/%7 pour x < 1, qui est la fonction

—24/1 — . Ce qui donne donc

- [T
= —2V/1—z+2

[
0 Vv1—1

z ]
uand r — 1 on a —2y/1 — x — 0 donc lim = 2. Donc I, = 2.
Q z=1Jo /1 —1 ?
3. Pour I3 on remarque d’abord que la fonction ¢ — L est continue sur [0,1[. On

(1-1)2
a un probléme au point 1 & examiner !




x t
Posons F'(x :/ ——dt
() 0o (1—1)2
On a en effet un probleme de convergence pour x tend 1 pour cette intégrale.
Effectuons le changement de variable

X = l—tdonct=1—-X
dX = —dt
Quand t=0, X=1

Quand t=x, X=1—z

Ce qui donne

v e 1-X
oy = _ X
| A= [

11-X
= —dX 2
e @
Quand x —+ 1 on a 1 —x — 0. Donc on cherche maintenant a examiner la conver-
- X
gence en 0 de l'intégrale e dX.
1-X
Quand X — 0 on a Xf 2 (pour le montrer il suffit d’étudier le quotient ==
X2

et montrer qu’il tend vers 1 quand X — 0).

La fonction X + 155 est toujours positive pour X dans ]0,1].

1

1
L’intégrale de Riemann / — dx de parametre a = 2 > 1 est divergente.
0 x?

X
Donc d’apres le critere par équivalent pour les intégrales positives I'intégrale / TdX

2
est divergente. Donc d’apres /

donc!

7)dt — 400 quand z — 1, I3 diverge
. On examine maintenant I,. On remarque que la fonction = — tan(z) est continue,
donc localement intégrable sur {0,% { En effet on a

lim sin(z) = sin(5) = 1 et lim cos(x) = cos(}) = 07. Donc lim tan(z) = 400

2 $~>§ Zﬁ)gi
on a un probleme de convergence en 7.
On peut écrire par exemple pour x > 0
/ tan(t)dt = / sin(t)
0 0 cos(t)
= [—1In(cos(t))]y
= ln(cos(x)) + In(cos(0))
In(cos(z)) + In(1)
= —1n( s(x))
Or quand z — 7~ on a cos(z) — cos( ) 0%, donc comme —In(X) — +oo

quand X — 0 et donc In(cos(z)) — —oo par composition des limites.




Donc / tan(t)dt — +oo quand z — 7 et I diverge.
0

T
. Pour I5 on a la fonction  +— — qui est continue sur ]0,1], donc localement inté-
x

grable sur |0,1]. On a un probléme de convergence en 1.

i e’ 1 . .
Or on remarque que hn%) e* = 1. Donc — ~ — pour x — 0 (si vous n’étes pas
T T
e’
convaincu(e), calculez la limite du quotient 4~ pour x — 0).
x

xT

e
La fonction x — — est toujours positive pour x dans ]0,1]. Et de plus l'intégrale
x

11

/ —dz étant une intégrale de Riemann de parametre o = 1 > 1 est divergente.
0T

Donc d’apres le critere par équivalent, I5 diverge.

. Pour I on indique que la fonction x — est continue sur |0,1], donc

x
(14 z)2vVad
elle est localement intégrable sur cet intervalle. On a un probleme de convergence
en 0.

T x 1 1 0 L1
1+ a)2Vad  Vas o1 P 1"/o 73/2
est une intégrale de Riemann de parametre a = 3/2 > 1 diverge.

On a I’équivalent pour z — 0 dx

La fonction x — ——— est positive.

(1+ x)2Vad
Donc d’apres le critere par équivalent, Ig diverge.

. La fonction x — e~ est continue sur R. On a donc le probleme en +o00 a étudier.

On calcule pour z > 0

/Oz etdt = [—e_t}z
= —e"+1

Donc quand x — 400 on a liril —e ¥+ 1 =1 et donc I; converge et vaut 1.
T—+00

x
. La fonction = — REwSE est continue sur [0, + oo[. Le probleme de convergence a
x

étudier est donc en +o0.
T x
(14 x)? x?

+oo 1
/ —dx est une intégrale de Riemann de parametre o = 1 < 1, donc divergente.
1

1
Or pour z allant vers 4+co on a = —. L’intégrale de Riemann
x

x

La fonction x m est positive. Donc d’apres le critere par équivalent, Ig
x

diverge.

arctan(x)

1+ 22
convergence en -+oo.

. La fonction =z — est continue sur [1, + oo[. On a donc un probléme de




10.

11.

12.

arctan(t)

T2 Remarquons que la fonction sous l'intégrale

(arctan(t))? '

Calculons pour = > 1 /
0

est de la forme u'.u avec u(t) = arctan(t). Sa primitive est donc

/z arctan(t) P l(arctan(t)y] !

1+¢2 2

_ (arctan(z))®  (arctan(1))?

N 2 2

_ (arctan(z))®  w*

N 2 32

T t t 2 2 3 2

Pour x — 400 on a arctan(z) — ~ Donc lim arctan(?) T T 0T

2 z—tooJo 142 8 32 32

Iy est donc convergente.

In(x)

x
gence pour [y en 400.

La fonction x — est continue sur [1, 4 oo[. Donc on a un probléme de conver-

In(x 1
Remarquons que In(z) > 1 pour = > e. Ce qui donne (z) > — pour x > e.
T T
: In(x) .
Or la fonction x — est positive pour z > 1.
T
, too ] ,
Et 'intégrale / —dx est une intégrale de Riemann de parametre a = 1 < 1, donc
1

divergente. Donc d’apres le critére par comparaison, l'intégrale I, est divergente.

La fonction = +— ﬁ est continue sur |1, + oco[. Donc on doit examiner le probléeme
de convergence en +oo et en 1.

Commencons par le probleme de convergence en 4oco. Pour = assez grand on a

In(z) < x vu que par exemple EIJP @ = 0, donc pour x assez grand on a
xr o
@ <1, et donc ﬁ > i pour x assez grand et en particulier x > 1.

Or la fonction x +— ﬁ est positive pour x > 1.

+oo 1
De plus / —dz est une intégrale de Riemann de parametre o = 1 < 1 divergente.
1

+oo ]
Donc d’apres le critére par comparaison / In( )dx diverge, donc I, diverge.
2 n(x
1
La fonction  — ————— est continue sur |0, + co[. On a donc un probleme de

z(z+1)
convergence en 0 et en +00.

Commencons par le probleme en +oc0.

1 1
done —— ~ —.

1 1
va(r+ 1) - VNG z(z+1) 7T

Pour x vers +00 on a




1 +oo 1

Or la fonction x — ——————= est positive pour x > 0. De plus / —dz est une
z(x+1) LT

intégrale de Riemann de parametre o = 1 < 1 divergente. Donc d’apres le critere

L=

13. La fonction x — e~ est continue sur R. On a ici un probleme en +o0o et en —oo.

par comparaison dx diverge, donc I3 diverge.

Remarquons qu’on a déja étudié le probleme en +00 quand on a étudié I; et mon-
tré qu’elle convergeait.

Etudions maintenant ff)oo e *dx. Remarquons que pour x < 0

0 0
—t . T
/I e ‘dt = [ e L
= e -1
0
Or pour x — —o0 on a —z — 400 et donc e™* — +o00. Donc / e tdt — +oo et
I3 diverge. ’
14. On a x — ze™* est continue sur R. On a ici un probleme en +oo.

Calculons en intégrant par parties
/ teldt = [—te™*] — / —etdt
0 0 0

_ —x _ x
= re T+ { e }0
= —xe¥—e"+1
Or lim —ze ™ —e*4+1=1car lim ze * = 0 car I’exponentielle ’emporte sur

T—+00 T—+00

la puissance et lim e™* = 0.
T—+00

Donc ;4 = lim / te tdt = 1.
r——+00 Jo
Exercice 6.

Soit f une fonction continue sur [1, + oo[ telle que la fonction F : x — / f(t)dt est
1
+o0 t
f®

bornée sur [1,+ ool. Etudier la convergence de
1

On effectue une intégration par partie en intégrant f et en dérivant %

/lmfit)dt _ [F(t)ﬂj—/lz—lF(t)dt

_ F:(f) — F(1) +/1x tle(t)dt
= D pyy [0

10



Comme F' est bornée par hypothese on sait qu’il existe M > 0 tel que pour tout x
dans [1, + oo[ |F(z)| < M.

=0.

M F(z
Donc ‘@ < — et donc par encadrement de limite lim (z)
x

r—+00 €x

; v F(t - :
D’autre part montrons que / Iz dt converge vers une limite finie.
1
F(t
En effet on a aussi vu que pour tout ¢ dans [1, + oo[ on a |F(t)] < M donc t(2 )‘ <
1
M x 2

+oo 1
Or l'intégrale / t—zdt est une intégrale de Riemann de parametre o = 2 > 1 donc
1

convergente.

F(t)
t2

t2

+o0
Donc d’apres le critere par comparaison / | | dt est convergente, donc / dt
1 1

est absolument convergente, donc convergente.

Donc finalement

lim /leit)dt: lim (@—Fun/fi(?dt) :/:OoF(t)dt

r—+00 —+00 t2

+o00 t
et donc Mahf converge.
1

11



